(SYSTEMES (irod)) INTRODUCTION (1) (SYSTEMES (itrod)) GENERALITES : exemples (2)

4 GENERALITES h [ température extérieure h
Comme on I'a déja mentionné auparavant, un systéme, ou processus (on parle aussi de procédé, systdme physique, monovariable, ti
bien que cette aonoi:waoz wom plutdt lice & la smzos de Bm.moam [de _muanzoqw. mnm.c. répond w des y szwr_mam de Fom\:_hzowv conting
signaux d'entrée en produisant d'autres signaux. Certains systémes peuvent de plus étre soumis & des A " . . .
signaux d'entrée vm:muc_mma. considérés comme des perturbations : Réglage de la chaudiére Piace chauffée température intérieure

Perturbations py Une telle définition est suffisamment générale pour
Entrées x Sortiesy)  s'appliquer & des domaines aussi divers que
H" H" 'économie, la biologie, la géophysique ou conjoncture mondiale
T $ B __m_mn:m:ﬁcm. aucune amaonmo: n'étant ao_zzrwm sur fa systéme économique, multivariable, continu,
: e nature des signaux et des phénoménes impliqués. mais & représentation discréte
De plus, tout m<m5ﬂm vmc_» étre en o . taux de crédit (probleme de commande optimale)
fait constitué e plusieurs usieurs systémes peuvent bien a » L » inflation
systémes, appelés sous- Y1 St étre assemblés de maniere & oo.:.qo_o des nr.gwmm Economie d’un
systdmes, ces derniers pouvant constituer un seul systéme plus dépenses publiques pays » chomage
éire par exemple de nature Y2 compiexe, par exemple par mise
différente. Une autre possibilité en série ou en cascade. Enfin, systéme de traitement numérique
consiste 2 isoler les sous-systémes les systémes qui comporient une . du signal (discret)
monovariables, mais ceci suppose contre-réaction ou retroaction signal Algorithme » spectre
l'absence de couplages intemes, sont dits “en boucle fermée”, de TFR
i.e d'interactions avec d'autres ou plus simplement systemes
bouclés. pannes météo

sous-systémes (S4).
systéme séquentiel organisationnel

r —p——= T == !, Cascade de 9 ﬁ
ﬂ"i I'_ _l||I—LV ces ﬂ'HTmV systémes (séquencement d'opérations)
» atterrissages
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(SYSTEMES (nwod)) GENERALITES : exemples (3) (SYSTEMES (niod)) GENERALITES (suite) 4)

4 ﬁm_u_uo_.mzo: d’un produit (systéme organisationnel, d’ordonnancement) u ) (a nature des systémes considérés est bien sir en relation avec la nature des signaux impliqués )
, . (analogiques, discrets, logiques, etc.), mais également avec le type de représentation entrées/sorties
mﬂﬂmm_ﬂ.“_»w manage prototype s tabrication uﬂdﬂr_s correspondant, c'est a dire le modéle mathématique choisi pour décrire son fonctionnement :
> .ment [ R840 de labo. [>}E5828 %mmam —assemblage [1ests (Relation aigébrique Je——»{Systémes statiques Signaux continus,
- . . discrets, ...
a Equations différentielles,
aux différences
amm:_uzo: de température dans une piéce u Sveis 3 . mmmanx m.q"_m_omicmm.
Ce systdme multivariable, destiné & assurer une température donnée dans Une pigce, est constitué de 3 ﬂosozoz. e transfert ystemes dynamiques n:%:ﬂw_._omwmw.
sous-systémes : le systeme logique de commande de circulation hydraulique, le systéme analogique ou transmittance (repr. 9
de régulation de température de I'eau chaude (régufation TOR), qui est bouclé, et la piéce munie d'un externe), représentation
radiateur. Cas d'une seconde piéce & chauffer : si I'isolation thermique entre les 2 pigces est bonne, on d’état (repr. interne)
a simplement un quatrizme sous-systéme, dans le cas contraire, les 2 locaux forment un seul sous-
systéme aw_ﬁﬂmzlmu_m.l . ¢ - (Relation aigorithmique Je—{Systémes numériques Je—s{Signaux numériques )
r=——-—=1 - —-=-°-- 1 temp. 2 - T
| | pompes de 1 -»> P- Relation descriptive - - -
circulation temp. consigne 2 _ Imélangeur 2 -p piéce chauffée 2 - — > d Rt Aol Systémes séquentiels Signaux logiques
1 ] ” P X e type “si..., alors
| sous-systeme logique T AT . on
interaction p. ext.
température I pertes therm.
de consigne temp. eau ¢ Dans le cadre de ce cours, nous sommes intéressés au premier chef par les systémes d'origine
eau chaude valve X chaude | mélangeur . temp. 1 technologique, essentiellement a vocation industrielle, et plus précisément par les systémes de
—thermostat =91 o -pchaudiére eau ra Qmmnmc_, [—» piece chauffée » commande et de régulation, numériques et analogiques, ainsi que les systemes de traitement
analogique et numérique de signaux. Dans ce contexte, les systiémes réels sont le plus souvent
* hybrides, i.e constitués de sous-systémes de types différents (dynamique et séquentiel, numérique et
temp. consigne 1 J rm:m_omﬁcm, efc.). )
troduction M. Tomezak - esial Tntroduction M. Tomczak - esial



(SYSTEMES (ntrod)) CLASSIFICATION (5) (SYSTEMES (nrod)) DEFINITIONS 6)

=\ ) Systémes dynamiques : iis soni caractérisés par des phénomenes & évolution continue dans le
(Syst. dynamiques ) ﬁmww_-n.» o_..m“.mwm ﬁm<mr Mmm__._umi_m_mp lemps, mais la définition s'étend aux systémes discrets analogues, lis sont généralement décrits wg
' _ .E.D.
] |

partir d'équations différentielles (ou aux diftérences), d'équations d’état ou de fonctions de transfert
{continues, discrétes ou mn:m:z__o::mmw. Exemples : production et consommation d'énergie,
_ — _ transformation d'énergie ou de matiére, phénoménes de mouvement, aigorithme de commande ou de

filtrage optimal, etc.

| — 1
(paramétres concentrés ) (paramétres distribués } ! Systdmes a Evénements Discrets, séquentiels : les processus séquentiels sont caractérisés
|

multivariables

par une suite d'événements singuliers se succédant dans le temps, ils se déroulent en principe dans
L les systémes logiques et sont décrits & I'aide de I'algébre de Boole et de représentations du type

- _,mwwm:n_ovmiocm_ioormxmau_mm“_uvmmmmamam:.,m:mmmma_m:mrcww:mmmamvmmnmm.oﬁ_mmam
stochastiques robots, etc.

déterministes

non-lindaires

Systémes “batch” ou par charges successives : cas particulier de systémes pouvant m:m
E E considérés des 2 points de vue. Exemple : un réacteur mélangeur fonctionne par cycles successifs,
mais 4 l'intérieur d'un cycle, la variation de niveau pendant le remplissage et la vidange ou de la
concentration pendant le mélange est un phénomene & évolution continue.
lindaires Systémes monovariables (Single Input-Single Output) : systémes a une seule entrée et une
seule sortie (une seule équation difiérentielle).
_ Systémes multivariables (Multiple Input-Multiple Output) : systemes a piusieurs entrées et
g @ sorties (systéme d'équations différentielles).
T — _| _ Systdmes a paramétres concentrés : systémes décrits par des équations différentielles (ou aux
(représentation continue } - - - — - {représentation discrate ) différences) ordinaires.
Systémes & paramatres distribués : systémes décrits par des équations aux dérivées partielles.
échantillonnés Exemple : évolution de la température d'un fluide au sein d'un échangeur au cours du temps et en
J \_fonction de la distance parcourue dans 'échangeur. )
_ua.on:unou z.asﬂnw.i._ Introduction M. Tomczak - esial

(SYSTEMES (@rod)) DEFINITIONS (7)) (SYSTEMES (ntod)) DEFINITIONS 8

("Systemes déterministes : systémes répondant de fagon déterministe A des signaux déterministes. | Systémes non-linéaires : systtmes ne vérifiant pas I'une des propriétés précédentes. Dans ce
cadre, on distingue les systémes non-linéaires par essence des systémes linéarisables.

Systémes stochastiques : systémes intrinséquement aléatoires (coefficients des équations

f : . > o : : : Systémes discrets : systemes soumis & des signaux discrets. lis sont décrits par des éguations
di .mﬁm:._m__mm évoluant ,nm fagon m_mm@_dv ou systémes déterministes soumis  des signaux aléatoires 2ux différences ou d'état discrétes, ou par une fonction de transfert discrate (T. en z).
(prise en compte du bruit, de perturbations aléatoires).

Systémes continus : systémes soumis & des signaux continus. lls sont décrits par des équations

Systdmes invariants : systdmes & paramétres constants, dont le fonctionnement est donc diftérentielles ou d'état, ou des fonctions de transfert (T. Laplace). On peut avoir besoin d'une

inchangé au cours du lemps (équation différentielle & coefficients constants). La réponse d'un systeme représentation discréte d'un systéme continu (systéme échantiflonné) lorsqu'il fonctionne de pair avec

invariant 4 une excitation donnée est la méme quelque soit Iinstant auquel cette excitation est un systéme discret. Dans ce cas, on utilise des équations d'état ou aux différences correspondant &
appliquée : une discrétisation de leur équivalent continu, ou une fonction de transfert échantillonnée (7. en 2).

D=Sx()]=y(t-1)=S[x(t—7 H Systémes causals : un systéme causal est un systéme non anticipatif, c'est dire dont les sorties

ﬁv\ﬁ ) [ (t)] vA ) [x( )] ne dépendent pas d'entrées futures. C'est le cas des systemes physiques. Contre-exemple :

- . | algorithme de moyennage d'un signal sur une fenétre mobile.
Systémes variants : systémes a parametres évolutifs, dont le fonctionnement change au cours du

" / f T - i Systeme (asymptotiquement) stable : systéme pour lequel & toute entrée bornée correspond
wwﬂwwnmmmmﬂh _%wm_.m mwwﬁm:%h%wcﬂw_mﬁw:ﬂ_mﬂw Moaw_ﬂm_,mmﬁ.ma d'une installation, fusée qui au cours de c:<m sortie _Mo_.m“\mm _Auw_monw. De amooV:. équivaiente, on dit qu'un systéme est dans un mnmﬁa.mncm.o re

stable, si écarté de cet état (c'est a dire 'il est soumis & une entrée de durée finie), il tend a y revenir,
Systémes linéaires : systemes possédant les propriétés d'additivité et de proportionnalité et, donc, éventuellement en oscillant (un m<m_w3m instable s'en écarte davantage). lilustration (systémes libres
obéissant au principe de superposition (quations différentielles linéaires) : soumis & une condition le xo#0):

N

310=SIx1 1] _ [11(0+y2(0=Stxy(0+x2(0)]  additivié S m mmﬁﬁr
ya (1) = S[x7(1)] ay1(t) = Sfax) (t)] proportionnalité 7z

X0 X, N e X0 ()
y(0) = Y agyk (1) = S[x(t) = T agxy ()] superposition ST X e
k k 1

oy . stabilité non asymptotique . .
L il |___ stabilité asymptotique (limite de sfabilié) instabilité y
introduction M. Tomczak - esial Introducbion M. Tomczak - esial




(SYSTEMES (ftrod)) DEFINITIONS (9) (SYSTEMES (trod)) CONCLUSIONS (10)

me«MM»M_.....MO _.__-Mon__._mmu._u@%w" “.m.” m<m~mh.=mm vz_wmwnﬂw,m :M w_wmﬂnm: m__.mam..nm_ umum_a:mm_”%m.mv%w@um _mw ] Dans la suite, on sintéresse essentiellement aux Systémes dynamiques Invariants Linéaires (SIL, m:g
ristiques de leurs différents organes ne le sont pas: mplificateurs (transistors, vérins, ... . . - s ) :
se saturent, les pidces mécaniques mobiles (engrenages, pistons, vannes, ...) se déplacent avec des anglais LT1) monovariables déterministes, pour la plupart causals, ou & des systémes invariants
jeux et des :.oJo:..a:._n. se nm:o::%.w”m.m: :m:mﬂmzmq.s*_mm .%Smm. _mm_omac_ S %:mm:wzwcmm ﬁ_,osz. linéarisés autour d’un point de fonctionnement qui peuvent donc étre assimilés & des SIL. Il faut
&lectroaimants,...) sont l'objet d'hystérésis, etc. Mais il faut distinguer les systémes inéarisables, qui : ) : . . !
peuvent &tre étudiés & l'aide de modéles lindaires dans un non_om_:o de fonctionnement défini, des 85@.86 garder & l'esprit que les m<ma.3mm réels comportent mJ général des parties mm.ncm_.:_m__mm. ne
systémes intrinséquement NL, pour lesquels des méthodes particulidres doivent &tre développées. serait-ce que pour assurer les opérations de démarrage et d'arrét du processus. D'autre part, les
installations industrielles de grande taille sont en général organisées en structure hiérarchisée ol
Exemples : différentes fonctions sont réalisées & chague niveau : niveau de commande analogique, numérique ou
Mouvement au voisinage d'un oint d'équilibre : on considére un pendule simple de longueur séquentielle, niveau de supervision, coordination, niveau de gestion de production, etc. Les
L, mais on se limite & de petits déplacements autour de la position d'équilibre 8 = 0: systémes qui nous intéressent sont aux niveaux les plus bas de catte hiérarchie.
L lg 6+ :mlm:._@ =0 840 56 + M® =0 Les propriétés d'invariance et de linéarité présentées auparavant suffisent & préciser I'expression de la
! L L réponse, & un signal quelconque, d'un SIL, quelque soit sa structure, en fonction soit de sa réponse
! impulsionnelle, soit de sa réponse fréquentielie ou harmonique.
(< i &ari oS - \ [~ Systeme NL par essence : |
Systeme linéarisable par parties : . caractéristique E/S du type Bien sir, dans la réalité, les systtmes ne sont en général ni déterministes (bruit), ni invariants
Hy) Y +w<" ».Avo S (vieillissement) et rarement linéaires. Mais, d'une part ces hypothéses simplificatrices peuvent étre
3 3 1 approximativement vérifiées (RSB élevé, vieillissement a long terme, lindarisation, ...}, d'autre part,
N -3 ¥y<- N elles permettent de batir une théorie cohérente, d'un usage commode.
g 1 y = ¥+3y=<3y ly|<l E
3 3 1 On verra que le cas des systémes échantilionnés est un peu particutier, car bien que traités comme
y> diodes, 3_,m . im_m. ces systémes ne sont en fait ni linéaires ni invariants.

o
M, Tomczak - esial Inwoduction M. Tomczak - exial



(SYSTEMES (1)) s..L. CONTINUS (11 ] (SYSTEMES (_1_)) Réponse fréquentielle d’un SIL a

(- . 3 (Ta réponse fréquentielle ou harmonique d'un BILC est délinie comme 1a TF G{w) de sa réponse )
REPONSE _g_vc_lm_ozzm_l_..m ET CONVOLUTION : impulsionnelie g(t). On peut I'interpréter en considérant la réponse du systéme au signal harmonique
x(t) = &1) y(t) = g(t) exp(jot). En effet, en posant t - T = u dans le produit de convolution précédent, il vient :

—_p @ L . +oo , e .
1 ! GleI®]= [eI®Tgt-1)dt= el [e~)Mg(u)du= el G(w)
La rép m::vc_m. m: ...m.omn & dire la _.m_um_._J vw une mm._vc_mmo: de E-no._n_c: mﬁﬁ,ﬂ_m —00 —oo
invariant linéaire continu G initialement au repos, notée g(t), caractérise entizrement celui-ci. En effet, Ainsi, 1a ré 0 B— " " - .
¢ 4 “ i N : N , ponse du SIL au signal harmonique est un signal harmonique de méme fréquence angulaire
tout signal continu x(t) ums.w,“ décomposé en une mm_.:“dm. %Oﬂamam.a _Snc%_u:m mwom_mmw mM_o:. N o, le coefficient de proportionnalité entre la sortie et _.m:ma.m G(w) ne dépend que de . Soient %Aev le
n%mam“w :m_._vcﬁwh_mwwmo_mm:mmxms “M..mm reponse module de G(w) et ¢(w) 'argument de G(w). La réponse impuisionnelle g(t) étant réelle, G(-w) = G*(©) et
x(t) = x(D)*8(t) = .—.x:vm?l T)de : le madule et 'argument sont des fonctions respectivement paire et impaire de o :

—oo Gl3(t-1)]=g(t-7)
Compte tenu de sa linéarité, sa réponse &
un signal quelconque x(t) est donnée par
une “somme” pondérée de réponses
impuisionnelles decalées :

Si le systdme est causal, sa réponse
impulsionnelle g(t) est un signal causal, et le
terme g(t - 1) s'annule pour t > t. De plus, si x(t)
est causal, I'expression précédente s'écrit :

G(0) = |G(@)|e145(®) = M()eI?(®) avec M(-0) = M() et ¢(-0) = ~¢(®)
En particulier, la réponse d'un SIL & un signal sinusoidal de pulsation wo est un signal sinusoidal de

méme pulsation wg, déphasé de ¢(wo) et muitiplié

par M(w) Glcosagt]=M(wg)cos(®gt + ¢(@g))
Pour cette raison, M(w) est appelé gain du systéme et ¢(w) déphasage du systéme.

NB : les signaux harmoniques considérés sont des signaux permanents, par conséquent, les réponses
correspondantes sont des réponses permanentes. Effectuer ia détermination expérimentale de la
réponse fréquentielle d’un SIL consiste & fui appliquer diverses sinusoides, de fréquences couvrant
son domaine de fonctionnement, et a relever le gain et le déphasage correspondants. Mais ceci
suppose que les propriétés précédentes soient vérifices, c'est & dire qu'il faut attendre, avant chaque
mesure, que le systéme soit en régime permanent ou établi.

D‘autre part, par TF du produit de convolution précédent, on a immédiatement, pour un signal d'entrée

quelconqgue :
= On en déduit notamment que ia réponse fréquentielle d’'une cascade de
Y(@) = G(0)X(D)) i ost egale au produit des réponses fréquentielles de chaque SIL )

Systemes Invariants Linéaires 2 temps contina M. Tomczak - ¢sial

Foo
y(t)=Glx()]= [x(D)gt—1)dt=x(t)*g(1)

—00

t
y(t) = Glx()] = [x(V)g(t—T)dt
0

La réponse impulsionnelle définie précédemment est une réponse idéalisée. Une réponse
impulsionnelle expérimentale peut 8tre obtenue en soumettant le systéme & une impulsion, de forme
quelconque, contenant assez d'énergie, et de durée suffisamment bréve par rapport 4 la plus petite des
constantes de temps caractéristiques du systéme. bod

Remarque : G est BIBO stable si g(t) tend vers 0 quand t tend vers l'infini i.e si : fle()ldz borne

. O —
Systzmes Invariants Linéaires 2 temps continu M. Tanczak - esiat

nelle

(Ta fonction de transfert (FT) ou transmittance d'un SIL continu est définie comme la TL G(s) de mmg ( Remarques : R ] i .
é i Isi g(1). La réponse y(t) du SIL & une entrée quelconque x(t) étant égale au o Sila FT d'un systeme est connue, la compréhension de son fonctionnement peut étre abordée a
pla détermination expérimentale de la FT d'un SIL, c'est & dire I'identification du systéme
Xﬁmv 1 OAmv <Amv Y(s)= G(s)X(s) peut s'effectuer bien sir  partir de sa réponse impuisionnelle expérimentale, mais aussi en
Par conséquent, la transformée de Laplace de la sortie d'un SIL continu est égale au produit de la ola réponse impulsionnelle d'un SIL BIBO stable étant un signal absolument sommable, sa
transformée de Fourier se déduit directement de sa transformée de Laplace en posant s = jo.
réponse fréquentielle, que la transmittance d'un systéme formé par plusieurs SIL continus en cascade !
est égale au produit des transmittances de chaque SiL fonction de transfert : G -G
@) =G)s_jo
Finalement, il apparait que le comportement dynamique d'un systéme continu monovariable invariant
g(1), soit par sa réponse fréquentielle G(aw), ou enfin par sa fonction de transfert G(s).
De maniere similaire & ce qui avait été fait pour les signaux, on peut distinguer différents types de SIL

(SYSTEMES (1)) Fonction de transfert d’un SIL a (SYSTEMES (1)) FT (suite) / Classification spectrale E
vep P ‘s " Lo
produit de convolution entre x(t) et la réponse impulsionnelle g(t), ona alors : travers I'étude de sa réponse a diverses entrées.
analysant sa réponse A des signaux d'entrée connus.
transformée de Laplace du signal d’entrée par la fonction de transfert. li en résulte, comme pour la n > C i a
En conséquence, la réponse fréquentielle d'un SIL stable s’obtient en posant s = jo dans la
linéaire G est enticrement caractérisé, et de maniere équivalente, soit par sa réponse impulsionnelle
suivant la forme de leur réponse fréquentielie, ou plus précisément de leur gain fréquentiel :

V()= yN-1 (O*EN (D) = YN-2 (DN (D*aN (D =...= x (g (D)*g2(D*.. *gN (D)
N-1 N N ! M(@) Systéeme passe-bas M(@) Systéme passe-bande M(w) Systéme passe-haut
Y(s)= Yno1(S)GN(S) = YN-2(S)GN-1(5)GN () =...= X(5)G1 (5)G2(5)...GN (5)
G(s)
Remarques :
o Dans le cadre de 'étude des SIL causals, on utilise exciusivement la TL monolatére. @O O » 3] o7 e ()
Gla fonction de transfert (de méme que la réponse fréquentielle) d'un SIL est propre & celui-ci et Un tel systeme, caractérisé par La largeur de bande ou bande
re dépend pas de I'amplitude ou de la nature du signal dentrée. sa pulsation de coupure g, passante de ce systéme est
o La fonction de transfert inclut la correspondance d'unité entre I'entrée et la sortie, mais ne donne filtre les hautes fréquences. donnée par 0z - ©1.
aucune information sur la structure physique du systéme (des systémes physiquement trés Il existe aussi des systémes coupe-bande, par ailleurs, on peut distinguer les systémes a large bande
différents peuvent avoir une transmittance identique). ﬁ des systdmes & bande étroite. )

i
ystiemes mvariants temps contnu M. Tomczak - esial Systémes Invariants Linéaires A temps continu M. Tomczak - esial



(SYSTEMES (L)) SIL physiques (15) YSTEMES (L)) FT RATIONNELLES (16)

Une part importante des systémes physiques monovariables, en particulier mécaniques ou m_moincmm.y (Avec les hypothéses précédentes, il est facile d'établir la FT du s stéme 2 partir de l'image _SJ
sont modélisés mathématiquement par une équation différentielle lindaire a coefficients réels constants, transformée de Laplace (monolatére) de I'équation différentielle. En pratique, les signaux d'entrée
dont l'ordre dépend de la complexité du systéme considérsé : étant bomés et les systémes stables, ies sorties sont bornées et 'abscisse de convergence de la TL o
" = p Y estégale 2 0. Le plus simple est de raisonner sur un exemple :
d'y 'y dy a‘x d 7'x dx g ( TLaplace )
A, —-+ap- +..+a1 =~ +agy=b——+by_]——+...+b; —+box a3y (t) +an §(t) + a1y(t) +agy(t) = box()——
noogiy I gix n snéral 1 < (vite < \ a3[s>Y(s) - s2y(07) ~sy(07) - §(07)) + a2 [s“Y(s) —sy(07) - y(07)}--
it L d = .22 (systéme d'ordre n) EN général, r < (voire <) n pour les systémes _
5o .M.mm_ ad .Mm? at! (sys re ) physiques (inertie). : +a1[sY(8)—-y(07 )] +ag¥Y(s) = boX(s)
1= 1=
2 - PP o=
Ces systdmes ne sont pas lindaires au sens oll on |'a défini jusqu'a présent. En effet, la solution d'une Y(s)= bo X(s)+ (a3s” +aps+ay)y(07)+(ags+ay )¥(07)+23y(07)
elle quation différentielle va inclure des termes dépendant des conditions initiales qui détruisent fa wumu +mwmm +ajs+ag wumw +m~~mN +ajs+ag
linéarité. Exemple : soit le systdme régi par 'équation différentielle du 1er ordre y+ay=x \ - - g
L fonction de transfert

t
On montre que la solution générale s'écrit : . —a(t-tg) —a(t-1)
%AO - vA"oua + ._. x(1)e dr Commentaires : Le premier terme du membre de droite représente ici la réponse forcée du systéme,
—— cest  dire la solution de 'équation avec second membre. Le deuxieme terme, tributaire des conditions

constante arbitraire, ‘Ho initiales, représente la réponse libre du systéme, soit la solution de I'équation sans second membre. Si
indépendante de x(1) convolution I'équation de départ fait intervenir des dérivées de l'entrée, les termes correspondants font partie de la
e . X . - - - réponse forcée.
Ainsi, la ___:mm_._a est assurée si toutes les conditions initiales (ou auxiliaires) sont supposées On constate que la fonction de transfert se présente sous la forme d'une fraction rationnelle en s. Le
nulles. L'effet, additif, des conditions auxiliaires peut étre traité de fagon indépendante, c'est pourquot dénominateur de la FT mest autre que 'équation caractéristique du systeme, par conséquent, les
ces systémes sont parfois qualifiés de systémes incrémentalement ou additivement finéaires. Par racines de Péquation caractéristique sont les péoles de la FT. Lorsque des dérivées de {'entrée
ailleurs, on peut montrer que pour garantir la causalité du systéme, celui-ci doit étre supposé interviennent, la FT comporte également des zéros. La FT est donc caractérisée par la position de ses
initialement au repos, c'est & dire que, x(t) étant l'entrée appliquée au systéme & linstant tg, et donc pdles st de ses zéros dans le planen s.
73 =0 pour t < tg, y(t) doit étre nul également pour t < to. J  Sile systeme présente un retard pur T, la FT est le produit d'une fraction rationnelle par exp(-sT). )
Sy: Tnvariants Linéaires 3 temps continu M. Toinczak - esial ysttmes Tnvariants Linéaires 3 temps continu M. Tomczak - esial

(SYSTEMES (1)) REPONSE LIBRE - MODES (17) (SYSTEMES C L)) MODES - STABILITE (18)

(Ta réponse libre est delinie comme la réponse & des conditions initiales definies, 1e signal d entrée étant ) (Tes racines de quation caraciéristique nétant autres que les pdles de la Tonction de transfert, on peut )
nul, c'est donc la solution de I'équation diftérentielle sans second membre. Si les n racines, notées sj, de représenter les différents modes possibles d'un systéme en fonction de la position de ces pbles dans le
I'équation caractéristique ans" + an.1S™1 + ... + a1 + ag = 0 sont distinctes, I'équation différentietie plan complexe de Laplace :
posséde n solutions linéairement indépendantes : y1 = exp(sit), y2 = exp(s2l), ... , Yn = exp(snt) ;w?v )
appelées modes du systdme. La solution compléte est une combinaison linéaire des modes : Les constantes de
o - . ’
=3 ?orﬁ Les coefficients A; dépendent des conditions les. A chaque racine :J:.v_m 6 o temps du systéme
=1 sy, de multiplicité ny correspondent i modes : oSkt oSkt 2ot ¢BrleSkt X X sont données par :
Finalement, la réponse libre est une somme de signaux de la forme : >wamm ou >mn5mmm~ > \ Xps
Pour des systémes physiques, les coefficients de I'équation caractéristique sont réels, par conséquent, KE p7
les racines s; = o; + jo; sont réelles s = aj, ou bien complexes, mais apparaissent alors par paires de — “ = v
conjugués s| = 6 + joi et §i" = o; - joi. De plus, dans ce demier cas, les modes correspondants sont é[ﬂ P4 ps 4 Ris}
oscillatoires. Si on suppose la présence d'une paire de racines complexes s1,2 =6 % jo, la réponse e
&tant réelle, les coefficients correspondants A4 et Az sont forcément complexes conjugués, et le mode ﬁ
*
: . t, a*Sit t o= S A — —— y
résultant est finalement de fa forme : - Aje*lt +A el = N%T&wm_ vum_.f_moﬂ cos(at +¢) ot ¢ =[£A| Ainsi quon l'a dit précédemment, tous les modes tendent vers zéro si lous les poles de la FT sont &
ot _>_oo._ cos(ot-1/2) partie réelie négative. Or, on a vu auparavant, qu'un systéme est dans un état d'équilibre stable si,
Ae G>0 =0 &carté de cet état, il tend & y revenir, éventuellement en oscillant. Donc, en particulier, ia sortie d'un
A o= systéme stable 2 entrée nuile, c'est a dire en régime libre, doit tendre vers zéro et ce, quelque soient les
A =0 conditions initiales. En définitive, on peut énoncer la condition de stabilité d'un SIL :
0 t Un SIL n'est stable que si la partie réelle des poles de sa fonction de transfert (ou des racines
<0 de son équation caractéristique) est négative, c'est & dire si les pdles sont tous situés dans le
5 - A demi plan complexe gauche.
racine réelle . racine réelle double racines complexes >0 Un systéme avec un pdle simple ou multiple en 0, ou une paire de péles simples sur I'axe imaginaire,
Dans le cas, plus rare, de racines complexes multiples, on observe des modes oscillatoires croissants ost 2 la limite de stabilité. Remarque : si la sortie d'un SIL instable croit indéfiniment en théorie, dans
dés que g 2 0. Finalement, tous les modes tendent vers zérosi:  o; = Ris;} <0 a réalité, efle atteint une valeur limite, ou un régime oscillant limite.

v
ysiemes Invananis Linfaires a lemps continu M. Tomczak - esial ysiemes Invariants Linéaires a temps continy M. Tomczak - esial



YSTEMES (1. )} Réponse forcée - Autres réponses a (SYSTEMES (1)) Critére de stabilité de Routh (20 )

r~ ~ N ~\ 71 9 0 s S - v 0 -
1@ t i forcé lo ‘il est mis, 4 partir de son état d'é, e, & un signal Pour les systdmes dordre supérieur a 2, il nest pas facile de calculer les racines de I'équation
Un systéme est en régime forcé lorsquil est soumis, & partir ce son €1 ?mu " g caractéristique. Le critére de Routh - Hurwitz (1874-1895) permet de déterminer le nombre de wmow:mmg
d'entrée, ce demier étant appliqué & l'instant 1o tel que : tg) = ¥(tg)=...= (tg)=0 d'un polynéme situées dans le demi plan droit sans exiger la factorisation du polynome. La procédure a
¥(to) =5t y to suivre est la suivante :
La réponse forcée n'est pas tributaire des conditions initiales et dépend uniquement du signal d'entrée, g ; ’ - . n n-1 _
c'est Ia solution de I'équation différentielle avec second membre. On montre qu'elle s'écrit de 1. Eerire féquation nmamon.m:m:ncw mo:w la :_,.._.:m - mu_m +ap-18 . +...tas+ap = 0
manire générale comme le produit de convolution entrs Ia fonction force e(1) et la réponse libre ¥(t) On suppose que ag = 0, c'est & dire qu'on s'est débarassé d'éventuelles racines nulles.
(n-2) (n=1) 1 2. Une condition nécessaire (mais non suffisante) i i ie ré
- . _ _ _ _ 1 . our que toutes les racines soient & partie réelle
obtenue pour les conditions les : ytg)=¥(to)=..= y (tg)=0et y (to)= ap négative est la suivante : tous les coefficients a noma_: exister (&tre = 0) et ére de méme signe {en
T - " général positif). Si cette condition n'est pas vérifiée et si I'on ne s'intéresse qu'a la stabilité absolue du
r (i ro(i) systerne, on peut conclure que celui-ci est instable et la procédure est terminée.
ye(t)= ... v(t-t)e(T)dT ol e(t)= Mcm x(tyety(t)/g(t)= de v( 3. Former le tableau de Routh suivant :
. . ap_1ap_2—apap-3 bjap_3~boap_
t i=0 =0 by I c n-1
0 i ) ap-] 1 by
| ag (n pair)
ﬁ_b réponse totale est la somme de la réponse fibre et de la réponse forcée : y(t)=ypL()+ yE( m ag (nimpair) by ag_jdp—4—apap-5 o bjap_s—bsap)
1 ap-i by
(La réponse permanente (ou régime permanent) est ia partie de ia réponse totale qui subsiste quand ) t 0
t tend vers l'infini (physiquement, cela correspond & un temps d'au moins 5 a 10 fois la plus grande 1 0 ap18-6—3p3p-7 biap_7-b42p-1
des constantes de temps du systéme). Le théoréme de la valeur finale est u ile pour caractériser le ; . b3 a c3= B
régime permanent. Au contraire, la réponse transitoire (ou régime transitoire) est la partie de la ) : -1 1
|réponse totale qui disparait quand t tend vers V'infini. ' . :
1 . .
(Ta réponse indicielle dun systeme est sa réponse a un échelon unitaire. Celle-ci est irés souvent ) H e e e e et e mm e ———— .
utilisée en pratique pour caractériser un systéme. C'est en effet un excellent signal d'épreuve I by—b cibacb
comportant a la fois des hautes (changement brusque) et des basses {valeur constante) fréquences. ! 0 d €192~ b1C2 d; 1937bi¢3 |,
ﬁﬁo: utilise également la réponse & la rampe. ﬁ ' €1 C]
ysiémnes Invariants Linéaires 4 temps conting M. Tormczak .REL ystemes Invariants Linéaires a temps continu M. ._.o._._ﬁw.«n»_\

YSTEMES C1_)) Critére de Routh (suite) (21) (SYSTEMES (L)) Critére de Routh (suite) (22)

(Le processus decrit précédemment est poursuivi jusqu'a obtention de n + 1 lignes. Afin de sim ) (“Autre cas particulier : une ligne entiére de zéros indique la présence de paires de racines réelles de y
les calculs, il est possible de multiplier une ligne par une constante positive avant de calculer la méme module mais de signe opposé et/ ou de paires de racines imaginaires conjuguées. Dans ce
stuivante. Le critdre de Routh peut alors s'appliquer : cas, le tableau peut étre achevé en formant un polyndme auxiliaire avec les coefficients de la

dernigre ligne non-nulle, et en utilisant les coefticients du polyndme oblenu par dérivation du
La partie réelle des racines de I'équation caractéristique est négative, et donc, le systeme est polynéme auxiliaire pour la ligne suivante. Les paires de racines peuvent étre obtenues par
stable, si les n + 1 termes de la 1218 colonne du tableau de Routh ont le méme signe (en général factorisation du polynome auxiliaire qui est toujours pair. Si son degré est 2m, il y aura donc m paires
positif). Le nombre de racines (comptées avec leur mul ité) & partie réelle positive (racines de racines.
nstables”) est égal au nombre de changements de signe dans cette colonne. Exemple : 5 1124 25
o594 3 2_ng._ 80— s -
R ) Cas particulier : si l'un des termes de la 1&re colonne Dis)=s+25"+24s +485-25%-50=0 ma 2148 -50 — P(s nwma +bmwwlmo
Exemple 4 s de )
: s*1 143 “m est nul, les autres termes de la méme ligne étant non- 5 1 24 -25 3 ol o
mA +Nmu +um~ +4s+5=0 $S12104'0 nuls, on remplace le terme nul par un nombre positit ¢ § 4 5
| trés petit pour finir le tableau. Si le signe du coefficient s 2 |48 -50 dP(s)
simplification par2 ——= | 1 |210 | situé au dessus du ¢ est le méme gue celui du 31 8 los ~23+96s
s2111ls! 8«3&%2 du dessous, cela indique la présence d'une 2 24 0 ds
1 paire de racines imaginaires, si ces signes sont 8 -
Mmm.m_u_www:..uuzm%mwﬂuﬂwmm aw st]-3 ! opposés, cela compte comme un changement de 1 0
i " 0 [ signe. Remarque : on peut aussi refaire le tableau en s {112,7 . .
partie réelle positive. sTi5 - A ; un changement de signe, donc une racine & partie
remplagant s par s-1 dans le polyndme, ce qui 91 =50 | «e— gen gne, cone U P
généralement supprime le terme . réelle positive dans le polynéme de départ D(s).
Exemples : mu +Nmn +s42=0 mulmm +~HG|C~ (s+2)=0 La résolution de I'équation P(s) = 0 conduit aux solutions s2 = 1 et s2 = -25, d'oll finalement :
JINP 3 3 D(s)=(s+1)s—1)s+5iXs—5jXs+2)
Présence d'une mm wu 2 changements de Stabilité relative : pour avoir une idée de fa marge de stabilité, on peut faire le changement s = §' - G,
paire de racines s 2 12 s?| O=e |2 signe, ici, une o constante quelconque, dans 'équation caractéristique, avant construction du tableau. Le critére révéle
imaginaires, ici, . s! |o=¢ sl 1-3-2/¢ racine ‘instable” alors le nombre de racines situées & droite de la droite verticale s = -a.
ol o 0 2 double = 1. Remarque : en automatique, on est souvent confronté a des équations caractéristiques comportant un
ﬁ s s ou plusieurs paramétres. Le critére de Routh permet alors d'établir des conditions sur ceux-ci. y

).
Sysidmes Invaniants Linéaires a lemps coning M, Tomczak - esial ysitmes Invarianis Lin¢aires a temps continu M. Tomczak - esial



(SYSTEMES (1. )] Autres définitions et généralités (23 ] (SYSTEMES (C1.)) Représentations fréquentielles (24 ]

(Te gain statique dun SIL est le gain, l.e le module de Ia réponse fréquentielle, a la fréquence 0.) (I existe plusieurs fagons de représenter la réponse fréquentielle d'un systéme : diagramme de Black,
Physiquement, c'est le rapport entre Famplitude de Ia sortie et de I'snirée en régime permanent : diagramme de Bode, diagramme de Nyquist. Ces difiérents modes de représentation utilisent saient
. . Lorsque le paramétre ag est nul, i.e s esten je module et Pargument de la réponse fréquentielle, soit les parties réelles et imaginaires.

Lim y(t) lim sY(s) Y b facteur au dénominateur de la FT, on dit que On rappelle ici quelques régles élémentaires concermnant les complexes, utiles dans de nombreux cas :
a_ﬂvon 0l u_.—lvo X0 vl im NMmWI 1im G(s) 0 K le systéme comporte une intégration.

im x(t) lim sX(s S a Le gain statique étant dans : FN :
{—ye0 s=0 s—0 s—0 0 ce cas infini, on définit le W<HW~ Emsxn_ﬁuuﬁ_ev—._@ucev'. QnCS

gain en vitesse : 1 G1(i i@y --GaG e V_T. N T

Systdmes 4 déphasage non-minimal : ce sont les systémes dont le déphasage est non-nul en Soit G(jo)= 1J@)G2 () -Gq(j®) _CS G, (0 Ovcs

basse fréquence. La commande automatique de ces systomes est souvent délicate. On distingue deux ' " Goy--G G

cas : les systdmes a retard pur et les systémes comportant des zéros a partie réelle positive. O~CSVD~CBV Ovcsv q p ,
Systémes a retard pur : les retards purs physiques sont liés & des phénoménes de transfert (retard et ZG(jw)= Y, £G;(jo)- ¥ £G; (jw)
dii au temps de propagation d'une onde, au temps de déplacement d'une piéce, de transport de ﬂ_‘oacs. - 1 = 1
etc.). On peut aussi se servir d'un retard pur pour modéliser des constantes de temps dont la valeur est i=1 i=1
faible par rapport & la constante de temps principale d'un systdme. La fonction de transfert d'un retard

pur T est &gale & exp(-sT) {gain constant = 1 et déphasage = -&T). =

Systdmes 4 zéros “Instables” : ces systémes sont lents car ils sont caractérisés par des réponses ~|a+jbl_va“+b a+jb . . b
indicielles & départ inverse. Exemple : générateur de vapeur. L'arrivée d'eau froide crée une baisse de En particulier : [ 71=—F>=——5 et £ crid =/{a+jb}-Z{c+jd}=arct 7 Jarst
température qui entraine, dans un premier lemps, une baisse du volume de bulles donc du niveau ] )\n +d ]

apparent. ||I\|rll y(H)
sortie vapeur

— .

débit x{t) szm: " x(t) Diagramme de Black :
Remarque : On peut généraliser la notion de FT aux systémes multivariables. On est alors confronté a mwwvm nwxw«“m%mw% _wmﬂomﬂm:mﬁw, moh_ .Nﬂmmwz_“mn_um: mhwﬂ.rwmwww a,_unwm_w M o%ﬁm _nmma_w_.rwﬂmzww *__‘Maw_wmwzum
un sysiame dauaions difgenieles, polr e o e s dune srirde aur une serle, iqueriale 9(a), oxpims on degrs. La courbe sbienuo. appele liu de Bk, os!gradée n 0

g ituée de , u el , s caegres. » 8pp ) € -
los autres entrées étant nulles. En automatique modeme, on fait plutét appel a la représentation mmmMm..mmM“_mmmmmﬁwﬂzcwﬂ particulidrement adaptée & certaines méthodes de synthése de correcteur,
| d'état, qui permet de grandement simplifier et améliorer 'analyse des systémes multivariables. y L que.

Sysitmes Invarianis Linéaires a temps continy M. Tamczak - esial ysizmes Invarianis Linéaires 3 lemps continu M. Tormczak - esial

(SYSTEMES (1)) Représentations fréquentielles (25 ] (SYSTEMES (_1._)) Rep. fréq. : exemples de Bode E

—

Diagramme de Bode : ) T igratents pur
Le diagramme de Bode est constitué de deux gra hes distincts, représentant respectivement : . :
{'‘évolution du gain du systéme M(w) en décibels et du déphasage ¢{w) en degrés, en fonction de la
pulsation o. Les échelles utilisées sont logarithmiques, sauf pour la phase :

- en abscisse, on utilise log(w/ao), oll wg est une valeur de référence quelconque, ou bien on utilise
@ag mais avec une échelle logarithmique, ce qui permet, dans les deux cas de faire une exploration
étendue de la réponse fréquentielle.

- en ordonnée, M{w)gp = 20 log M(w). Avec cette graduation, 'échelle redevient linéaire. L'écheile
utilisée pour la phase est linéaire.

L'intérét du diagramme de Bode réside dans le fait que le Bode d'un systéme constitué d'une cascade
de sous-systémes, est égal & la somme graphique des Bode des sous-systemes, en effet:

81 G()=G1(0)G(®), [61 @G 2 @G ()0 2@} 161 (@)G2(0) 35 =101 @) g5 HO2(@hgp
De plus, Z{G(@)G2(@)}=£{G (@)} £{Ga (@)}
Le diagramme de Bode peut tre tracé manuellement, soit 4 partir d'un relevé expérimental de la
réponse fréquentielle, soit & partir de la connaissance de la FT. Dans ce demier cas, pour des systémes

complexes, un tracé précis peut étre obtenu & {'aide d'outils logiciels dits de CAO de l'automatique.
Sans l'aide de I'informatique, il est toujours possible de tracer un diagramme asymptotique.

4 +60 aw\nmoy
+40 dB/déc.
+20 dB/déc.

-20 dB/déc.
4 40 dB/déc.
-60 dB/déc.

)
K
=10

ks® (3)

ks? (2)

m_m @

ﬁa o

i k
Pour tracer un Bode & partir de la FT, on décompose le numérateur et le dénominateur en produits de 1s3 ®
facteurs du 1€f et du 28me ordre et d'éventuelles intégrations (ou dérivations) : Y ] 100 T

(+2) {s+2qXs>+P1s+Bo) 52 +115H10) Le Bode global se dédl lors facioment 3 NN
e la connaissance des Bode typiques de Ex: Sy—>Mgp(@)=20lo =20log3-60loge ; Mgp(10m)=20log3-60log(100
m_.:@+3v.\,m+_u_nv.Amwix_miuov.ﬁnt(_mtév chaque facteur. s 4B(®) Jc.avu_ s s 4t vuc mam_wloo_mvwsnmvc dB
ey T 2 —

w,
ysiemes Invariants aires a Lemps continu M. Tomczak - esial ystemes Invariants Linéaires 2 (emps contiou M. Tomczak - esial
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(SYSTEMES (1. ) Rep. fréq. : exemples de Bode (27 ] (SYSTEMES (L D)) Représentations fréquentielles E

‘4 Wmm__:»qn:o : la FT d'un systdme peut aisément 8tre obtenue & partir du diagramme de Bode Aoj
approchée s'il s'agit d'une réponse fréquentielle expérimentale). Dans le cas des systémes & minimum
de phase, le diagramme en gain est suffisant.

Diagramme de Nyquist :

M(0) (dB)
M(e) (dB)

L'avantage de la représentation de Nyquist est de concentrer le comportement fréquentiel sur toute la
gamme de fréquence, en un seul diagramme. Elle utilise une représentation en coordonnées polaires
dans le plan complexe. Ainsi, la courbe obtenue, appelée lieu de Nyquist, et qui doit étre graduée en
pulsation de ® = 0 & @ = +=, est le lieu parcouru par Pextrémité du vecteur G(jo) = M(w).expljp(w)]
lorsque @ varie de zéro & linfini. Bien sdr, les projections de G(jo) sur les axes réel et imaginaire sont
ses parties réelle et imaginaire.

’3 Exemples :
[ s Le Nyquist d'un intégrateur simple 1/s est le demi-axe
P4 3 imaginaire négatif, celui du dérivateur s est le demi-axe
¥ 1 3 imaginaire positif :
SOTT R 111 -
.\ ¥ —> gev“mmul._MHm.NIQOo OCGvH.-E"SN.TOOo
101 = 10° . 10% ROCEV__ wﬁocavw
~ © Gadls) ' Par ailleurs, on montre que le diagramme de Nyquist d'un
0 Y 1l O Feeeeeq----- (A systdme du premier ordre a la forme d'un demi-cercle,
k 0 - A ( A
—a=; k=4,5;T=2 7 ©p=1;{=015 tandis que celui d'un deuxiéme ordre est une demi-cardioide
1+sT s° +20@ps+0g (voir transparent suivant).
N ysiemes Invarianis Linéaires 2 {emps conting z.._.onnﬂn.nn-ﬂ - ysiZmes Jnvariants Lin€aires 2 tetnps continu z.._.uaE_ToEL_

(SYSTEMES (1)) Rep. fréq. : exemples de Nyquist (29 ) (SYSTEMES (L)) Rep. fréq. : diag. de Nyquist (suite) g

3 - - . - 4 g (" Construction : soit une réponse fréquentielle de la forme (n>r):

. . . . G .L£=015 X R . ,
S 3 S be(j) +.. +b1jO+bo \ G(jw)= br(j©) +..+bjjo+by si G(s) comporte
ag(jo)'+.. . +ajjo+ag QEVETTBCSV_TS# : .+mas+3v des intégrations

Tt e — G(jo)=

; _b0 e ; -~ bo M(®) e Comportement en
[6G@)w-s0 |&kc (G0 ag(jo)™ = @(@) - -m.90° wnm%m fréquence

. . b, (jo) _ b M(@)-0 Comportement en
Bcev_elvx = (jo)™ m_MlaA T - ap—m( ._q ©)"T = rxav - —(n-r1).90° haute fréquence
% A3 ' Pour les systémes de type 0 (m = 0), la tangente au
®

‘axe imaginaire

: départ du Nyquist est verticale. Lorsque le systéme
. + m=3 comporte une ou plusieurs dérivations (cas rare :
-1 . [] 0.5 . 2 une puissance de s en facteur au numerateur), le
axe réel axo téel _ Nyquist démarre de l'origine. De fagon générale, le
1er ordre : k 28me ordre : o2 nor=4 lisu peut decroitre continiment en module, ou bien
T#T s k=4,5; T=2 |»|.P||M ; og=1 présenter un {ou plusieurs) renflement(s)

5% +2Lwgs+oy m=2 @300 ©=0 comespondant & une (des) résonance(s).

»., La représentation de Nyquist est trés prisée par les
0o ™\ \ x automaticiens, qui l'utilisent notamment pour
m
n-r=2 ou 6

n-r=3

. _n analyser la stabilité et la correction des systémes
©— > : G(jo)>0£-90° =0 coco“mm. Dans le premier cas, la connaissance du
départ et de l'arrivée du Nyquist, ainsi que d'un

point particulier {point critique, v. 3.14) est souvent

® suffisante. Dans le second cas, on a besoin de

INm= connaitre la forme du diagramme dans toute la

?Ece&!&“ +s{ogoly’ = F +M£,~ w% +P Mwﬁ~u~ u@% Hv
L 0 zone du point critique. p

s Invanian(s Linéaires 3 lemps contnu M. Tormczak - csial Sysiemes Invariants Linéaires 2 temps contiog M, Tomczak - caial
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k  ©=0: G(jo)=k0° 1 K, e
Tﬂ_d._. =1 : Gljo)=75£-45

n-r=loul




(SYSTEMES (L)) svSTEMEs INTEGRATEURS (31 ) (SYSTEMES (1)) SYSTEMES INTEGRATEURS (32 )

Exemple introductif : on considére un véhicule en mouvemnent, dont on mesure la vilesse de ) (Réponses temporelles :
déplacement v(1). La position du véhicule & un instant donné 11 est donnée par: g

-.w 4 Pour simplitier, on peut considérer que y(t) estla distance parcourue entre La réponse d'un intégrateur & un signal canonique s'obtient immédiatement. Si I'entrée est une
%A:vlvA~0v+ v(r)dt no Q%m. et m.ﬂ Mo.wo donné m mm le compteur kilométrique joumalier. Si celui- impulsion, la sortie, c'est & dire la réponse impulsionnelle, peut &tre obtenue comme V'original de la
to ci a 616 remis & zéro, y(to) = 0. FT, ou simplement en intégrant 'entrée, soit un échelon.

Pour bien comprendre la relation précédents, supposons que le voyage a duré 4 heures et que la
vitesse du véhicule était de B0 knvh pendant les deux premidres heures, puis de 100 km/h, La distance . . ! ! 3
parcourue est alors donnée par : B0 km/h x 2 h + 100 kmvh x 2 h = 360 km. La réponse indicielle, c'est & dire la réponse & un échelon, est une rampe, ete.
On retrouve dans cette dernidre équation les notions de produit vitesse x temps et de sommation ou Ces caractéristiques sont celles d'un systdme & la limite de stabilité.

d'accumulation des distances partielles parcourues. Si on considére a présent que le temps durant
lequel le véhicule roule A vitesse parfailement constanie est infiniment petit dt, ce qui est bien plus
conforme & la réalité physiqgue, la distance parcourue est obtenue par l'intégrale {on dit souvent “somme
de 1o & 14") du produit vitesse v(t) par durée dt. Réponse fréquentiele :
Ainsi, I'intégrale traduit la notion physique de sommation ou d’accumulation. Un systéme &
comportement intégral ou intégrateur est caractérisé par une FT de la forme : K/s. |l agit comme un

réservoir. Exemples : voir précédemment (Bode : gain = droite de pente -20 dB/déc., phase constante & -90°).

o N — Les systémes intégraleurs sont des systemes passe-bas.
mﬁ intensité i ) a conditions initiales nulles : )
_ " 1 ~. Ues) 1 Remarque : on rencontre également des systémes intégrateurs d'ordre supérieur, exemple : systéme a
.- a iveauh c ! :CVH..ﬂTAdaalvauﬂ inertie. Il correspond au mouvement de ranslation (rotation) d'un véhicule fibre de tout frottement et de
=== _ ! 0 i ite). Soi i
Réservor 0a section S (vide au départ) v ~.oc~m @‘nm .ﬁoccu@ de rappel (sateliite sur son orbite). Soit ut) la force (couple) appliquée au systéme,
t . R “ . I'équation différentielle est de la forme :
His) 1 Le condensateur joue donc le role de “réservoir" de Ys) k
<Acum.r3u._.ﬁ3aa =56 =5 [ [ension Sa capacité est analogue & la section du ) =ku(t) > ===
0 Qi) S8 Tmmm_.ém_.. d'ailleurs parfois appelée capacitance. Us) ™ 42
. J
Sysiemes Invarianis Linéaires a temps contina M. Tomezak - esial - ysiemes Invariants Linéaires 2 temps continu M. Tomczak - :&ﬂ

(SYSTEMES (1)) SYSTEMES D'ORDRE 1 (33) (SYSTEMES (_L_)) SYSTEMES D’ORDRE 1 (suite) [ 34 ]

(T intérét des modales du premier et du deuxieme ordre tient au fait qu'un grand nombre de systemes ) i . . 25 ’ r . . h
physiques peuvent étre réduits & 'un ou Yautre de ces modéles. Par ailleurs, les systémes d'ordre Réponse impulsionnelle : k_™
supérieur peuvent souvent étre considérés comme des combinaisons de systémes du 1er et 2éme ordre. T2 1
Il est donc important de connaltre leurs réponses aux différents signaux canoniques, ainsi que leur
réponse fréquentielle, en vue de les comparer & celles des systemes réels. Y(s) = G(s)X(s) = G(s).1 150 1
Le modale du 17 ordre est une équation ditiérentielle linéaire du 1€ ordre 3 coefficients constants : . 3z
N <Aw k . . I ) &= — ! ! . i
) +yt)=k.x(t) = G(s)= u.mN.me =Tt k : gain statique ; T : constante de temps S yty=g)= Wo T ™ s _ vRERee ]
EXEMPLES :
-
h(t
débit q On montre gu'en régime laminaire (ou (] 4 t)= () (m)
L pour de petites variations) : >3 Rim—2
Rt (m3rn) Rm™.5) . s
_ _ . *~_ Résistance de Réponse indicielle :
- - o - la conduite
woaun | [ = Lo 0= laet0- a0l g 8= -7 Y9 = GX(s)= S8 = K/
Réservoir de section S Ss+ R s 1
L NERs T
[ LHT'I._m I(s) _ RCs+17)] t .
4 4 = - Autres exemples : masse —= .
X | E(s)=R.I(s)+ 75 Cs IS} animés en translation (rotation) - y)=kl1-e T |1 ° 2 : _ :
elt)! ¢ uly avec frottement, modéles de o 2 tempo (secondes) 8 10
' ' CAmVIH s) _, UGy 1 capteurs, modele simplifié d'un
L . _ M ~— Cs s) 1+ RCs § moteur a courant continu, etc.
fmmvo_..mo a la rampe : voir TD Réponse fréquentielle : voir précédemment. )

>
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(SYSTEMES (L)) SYSTEMES D'ORDRE 2 (35 ] (SYSTEMES (_1.)) SYSTEMES D’'ORDRE 2 (suite) (36 ]

(e moddle du 28me ordre est une équation différentielle linéaire du 28me ordre & coefficients constants : g (Réponses temporelles : on se contente ici d'étudier la réponse indicielle. Le lecteur :.:m«mmmﬁ

b X Roc<_.oﬂm des u_‘mn_m_o"ﬁ dans ﬁn”.m :om:v.‘.._mcx ouvrages de référence (voir aussi TD et abaques). Pour
mu.v.AC + m_vAC + NOvAO = GoxAC G(s)= y) Q =37 simplifier, on suppose ‘e gain siafla b k= &

a)sc+ajs+ay S s o3 0? =
of " %ag ! Y(9) = GEX() = l.__ 9 sol, comme 0 =518y,
0 w~+~meom+ew s s(s—s)(5—8p) etpours;Esy:
b u_ fag | a ) Y= S 1. 1 (S 9
§ : k= . - = = ==+ -

Tms statique : k = %ow pulsation propre : g = Wuw Tansa d'amortissement : h 3 202 (s) sGs— m_xw — mwv §75-8,(5-§ 5-%

EXEMPLES : Sy(t)= _HH + 1 Amnam_n _ wﬂmwmnvu_.“_.?v Tout dépend des racines sy et sp. Le 5

A 1 Eo=Lsle+RIO+{Q - L RG L o s s b &= 0887 71

- . . - . R X o

mS_“ c _" [ § 2&me ordre apériodique : les racines sont réelles distinctes  —» g 8§12 SOAIﬁ * ﬁm - &
|

:ﬁc H
s) , U(s 1
U =2 s = e
: T (8)=7% ) LCsZ+RCs+1 ) o C.Wl
amortisseur & inflexion S21— 181 51
:a..av.ma visdueax B.VAC =f(t)—ry(t) - W%Qv - KvaQ:mM +rs+k)=F(s) La tangente initiale est horizontale. Aprés
1 tintlexion. l& systéme se comporte & peu
kS . t prés comme un 1er ordre (I'une des
m > 1(1) YE) .k mmdqwﬂmwww_%wﬂ_,oﬂm ,chm_,mﬂ . . : : exponentielles I'emporte sur l'autre). Ce
ressort * s) ma., ILs4+]1 accélérometre, haut-parleur, o ; ; ; X systéme équivaut & deux systémes du 1er
| ke rappel ()—>ylt) k k stc. 3 | 0 2 4 oot 8 ) ) 10 ordre en cascade.
Systémes Invaniants Linéaires a temps continu M. Tomezak - esial ystemes lovariants Linéaires 3 temps continu Z.ao.ﬂmw.nnuﬂ

(SYSTEMES (1)) SYSTEMES D'ORDRE 2 (suite) (37 ] (SYSTEMES (1)) SYSTEMES D'ORDRE 2 (suite) (38)

2bme ordre critique : une racine réelle double = wo  —| { =1 réponse d'allure identique g

(2éme ordre pseudopériodique : graphe de la réponse indicielle : 1 g
2 la précédente : 18 i T " T tp= %Aal Arccos{)
Sw 1 1 0] _ 16} _ : : :
Y(s)= =2- - - y(t) =[1-(1+ ogt)e~ ot 1(t _ _ _ _
O~ Toragt =3 7@y Gragp YO (1= oo o I AT I | | e =g (R + (6<0D
2ame ordre pseudopériodique : racines complexes conjuguées - a 2h- . p, = -
; cosp=— 10 ' ooy1-¢
m_.NneoA:mH _.)\Tﬁuvumw jb=wgeti® avec = m~ Arcsiny1-(2 iﬁ; p=r1-C2 T o
VT o8} - - N )
On porte s4 et sp dans I'expression de y(t) établie précédemment, en remarquant que s1 - s2 = 2ib: ©ov1-§
o8-
- y(t)= T + .nowu.w?..u.eaw?_? — gipeat—jbt L 1(t) oab- : : : ” D)% = _oowxmfmmfuu
IJAOHT+@@~%~ mwigcevuch s b=wgyl-{% ; a=-agk °2r Wrusaﬁ 258 u
% 5 % 5 % ] 2 1-¢2

—Lwnt . ; . ! A f
e ﬁ (1 . Le temps de montée correspond au temps mis pour afteindre la valeur finale. Le temps de réponse a
- y={1- ) mEASO 1- mm~ + Arcsin1 - ﬁu v .1(1) n% est celui au bout duguel, la réponse reste dans un intervalle de + n% de la valeur finale. Le temps
ﬁ @~ - ﬁ de pic (ou de 1er dépassement) carrespond au temps mis pour atteindre la valeur maximale. Tp désigne
i L - — J la pseudo-période i.e la période des oscillations. Le taux de 18 dépassement est défini comme
régime permanent régime transitoire \'amplitude du 1e7 dépassement y(lp1) - y(=) en pourcentage de la valeur finale y(=). )

J
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h (La plupart du temps, la FT G(s) d'un systdme du n¥me ordre admet n péles distincts : des péles réels, )

(SYSTEMES (L)) SYSTEMES D'ORDRE 2 (suite) {39 | (SYSTEMES (L)) SYSTEMES D’ORDRE n (40 )

W...MWM»HW%&MWVWM&OM_ a___._on.oao donnant lieu & des éléments simples du premier degré, et des pdles complexes conjugués, donnant lieu
P que : 4 des éléments simples du deuxiéme degré. G(s) peut alors étre décomposée en somme d'éléments
- . simples, chacun étant représentatif d'un sous-systéme. Le systéme complet est donc formé par
P der I'association additive de sous-systémes, les uns du 17 ordre, les autres du 2¢me ordre.
Ainsi, la réponse du systéme est la superposition des réponses de chaque sous-systeme. Elie est plus
o _lmhn fortement marquée par certains pdles (i.e modes) dits dominants : constantes de temps les plus
R =8 levées, amortissements les plus faibles. 1l est & noter que I'instabilité d'un seul sous-systéme entraine
bien sir l'instabilité de I'ensemble.
pulsation de coupure (-3 dB) 8
5 4
0 = 0gy1- 202 +41+(1-22) ¢ T+10s .
2
facteur de résonance kj=5; 1,=10s. 2 1 0 ky=-2
(amplitude & op) % %0 15 2 5 s2+0,45+1 2
. - 0 5 0 15 20
1 +| =
m= 05 1
2 °
W1-C 0 0 0
05 -2 + s 10 15 20 ,
facteur de qualité ) T+s _1. - L ro )
(amplitude 3 ao) " k3=1; @og=1rad/s ; {=0,2 2 ky =8
15 -3
Q= 1 2 0 B 10 15 20
4 o 5 10 15 22 constante de temps
D ky=-2 ou-5; 1,=1s dominante : 11.
|- w
Sysiémes Invariants Linéaires a temps contini M. Tomczak - esial ystemes Invariants Linéaires 3 temps conlinu M. Tomczak - esial

(SYSTEMES (1) FT DEs sysTEMES BoucLEs (41 ) (SYSTEMES (L)) FT DES SYSTEMES BOUCLES (42 ]

Comme on T2 G&Ja &voqué et ainsl qu'on le verra ultérieurement plus en detall, la commande des ) (FT propre 2 une perturbation :

systémes repose _om:m_.mn__mam:. sur I'uilisation de rétroactions ou contre-réactions. On est dés lors prop pe a X(s)=0— M\vAmv = Oﬁquﬁmvlﬂ@vwﬁmvﬁ%mﬁ
confronté A des structures en boucle, que I'on représente sous forme de schémas fonctionnels ou P(s) v

schémas-blocs, ces derniers ayant la méme forme dans le domaine temporel et dans le domaine de X(s) . Yis) (s) _ G(s)

Laplace. La FT d'un systéme en boucle fermée s'exprime alors en fonction des transmittances des : c(s) 4 G(s) » PGy " I+CGEGERE)
systémes constituant la boucle. 4 C6)G

(FT du schéma-bloc canonique : ) P(s)=0- Y (s)= ﬂ.ﬂd%mmuﬂmfmwx@
X(s) + o) Y(®) R(s) _linéarté . v(5y= Y, (5)+ Yp(s)
x(t] - t Yi
® yo AHV X H(s) [ Y Réduction de schémas-blocs, exemple :
x(t) y(t)
{ R{s)
G(s) : FT de la ligne (chaine) directe G(s)R(s) : FT en boucle ouverte (FTBO)
R(s) : FT de la ligne de retour H(s) : FT en boucle fermée (FTBF)
Y(s G(s
= x - - = =
ﬁ Y(5) = GEIX(s)-ROYE)] - He) = 33 = 7ok —

Remarques :

La FTBO et 'équation caractéristique du systéme bouclé 1 + G(s)R(s) ont les mémes pdles, mais des Y= Q_ONOux - Q?&Ouﬁu% - O~ONWm< - Q_WQ

zéros difiérents. R R

Lorsque R(s) = 1, on parle de systéme & retour unitaire. Sa FTBF estdonnée par:  H(s)= Tm mﬁmv —-Y=G[X-RsY~- ﬂW% - dl&ln 3 Y] ; G=G|G,G;

\ J \
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(SYSTEMES (1)) FT DES SYSTEMES BOUCLES

WN Wn X(s) +
>Y=0IX-Rs+g2+g V]

S
Yis)

— H(s)=

@ =

Y(s)

GG,

Y(s)

—_—

1+ GRy + GG R,y

Sysi2mes Invariants Linéaires 2 temps cootinu

M. Tomczak - esial

(SYSTEMES (_L_)) FT DES SYSTEMES BOUCLES (44 )

3

m.m: que cela ne corresponde pas & la configuration réelle, il est souvent utile, a des fins d'analyse, de
se ramener & un systdme avec retour unitaire :

X(s) + Gs) \<r@

R(s)

X(s) + Y(s)

A/.V G(s)R(s) 1R(s)

X&) o ymie |— GE)R(s) Ye)

De manigre générale, deux schémas-blocs ne sont équivalents que s'ils obéissent  la méme loi, c'est &
dire s'ils ontla méme transmittance.

L __ . _J
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(SYSTEMES (2 ) s..L. ATEMPS DISCRET (45 ] (SYSTEMES (_2.)) Réponse fréquentielle, FT (46 ]

De fagon généraie, on peut établir un paralidle entre les SIL continus et discrets. Ainsi, on retrouve les ) (
différentes notions, définitions et propriétés déja exposées dans le cas continu, mai exprimées sous
forme discrétisée. Les systdmes discrets qui nous intéressent au premier chef sont les systémes de
traitement numérique. Un systéme numénque établit une relation de cause & effet en agissant sur un
signal numérique en entrée pour produire un autre signal numérique en sortie.

~

Remarque : d'aprés la définition que I'on a donnée pour la stabilité, le od
m<m~m_3:w G précédent est BIBO stable si g(k) tend vers zéro quand k tend M%mgv_ <o
vers l'infini, i.e si: n=

De méme que dans le cas continu, la réponse fréquentielle d'un SIL discret est la Transformée de

REPONSE _gvc_lm_ozzmr_lm ET GOZ<O_..C._._OZ . mnmﬁmﬁmoh__nmmw,anmswudﬂ%ncm mxua.m.vxv ; lla. On peut illustrer son réle en exprimant la réponse
x(K) = &(k) y(k) = g(k)

. o0 . . f g . .
y(k)=Glei®k]= 3 gln)el kD)= efk 5 gnjeion = I OKG(w)
@ S pD=—co n=-—-oco
L'interprétation est exactement la méme gu'en continu, en remarquant toutefois que la réponse

% fréquentielle est ici périodique. D'autre part, on a immédiatement, par TF du produit de convolution
k discret précédent :

La réponse du SIL discret G & une impulsion discrate, appelée réponse impuisionnelle et notée g(k) ou
gk le caractérise entiérement, puisque tout signal discret x(k) est une suite d'impulsions discrétes de Y(w)=G(w)X(m)

hauteur variable et peut donc étre considéré comme une somme pondérée d'impulsions décalées :

Il est alors clair que la réponse fréquentielle d’'une cascade de
systémes discrets est égale au produit des réponses
fréquentielles de chaque sous-systame.

400 . . \ N . ..

_ - [— . _ — _ La fonction de transfert (ou transmittance) d'un SIL & temps discret est détinie comme la

x(k) = x(kyd(k)= Mx?vmcnl:v Le systeme étant invariant, on a : G[8(k - n)]=g(k—n) Transformée en z G(z) de sa réponse impulsionnelle g(k). Par ailleurs, par Tz du produit de
n=— convolution discret exprimant la réponse du systéme & une entrée quelconque, il vient :

On montre que pour un systéme

causal, g(k) est un signal causal, Il en résulte en particulier que la FT d’une cascade de systémes

discrets est égale au produit des FT de chaque sous-systéme.

+oa
finéaré iy (k)= G[x(k)]= X x(n)g(k~n)=x(k)*g(k) Y(2) = G(2)X(2)

n=—co donc g(k - n) = 0 pour n > k.
" Remarques : Comme on se limite au cas causal, on utilise exclusivement la Tz monolatére. D'autre
D'autre part, si on se limite au cas des K k \ part, la réponse impulsionnelle d'un SIL discret stable étant absolument sommable, sa TF se déduit de
signaux causals, x(n) = 0 pour n < 0. On a |y(k)=GIx(k)]= Y x(n)g(k-n)= Y g(mx(k-n) sa Tz en posant z = exp(jo)
finalement : n=0 n=0 L
>
- ystémes Invariants Linéaires & temps discret M. Tomczak - esial Systmes [nvarianis Linéaires a temps discret M, Tomczak - esial

(SYSTEMES (2._)) Rép. fréq., FT, équations aux = (47 ) (SYSTEMES (2] Définitions, propriétés (48 ]

(Remarque : les différents modes de représentation fréquentielle vus dans le cas continu restent bien (Ainsi, la FT précédente est réalisable si : g
s(r utilisables pour les systémes discrets. £ | g | sibg=0alors ap= 0, sibg=0, ap=0etbq = 0 alors ay= 0, etc.
n conclusion, on peut dire gue le Si on travaille en puissances positives de z
x(k) gk) y(k) =g(k) *x(k) comportement dynamique d'un SIL P po q
discret est entidrement caractérisé, et Co+6Z+...+CqZ - _
X@z) —» G(z) — Y(2) = G(2).X(2) ce de fagon équivalente, soit par sa H(z)= G dor adP réalisable si q < p pour dp = 0.
X(®) G(w) Y(w) = G(@).X(w) Féponss impulsionnelle, soit par sa FT ) o+diz+..+dp2P .
en z, soit par sa réponse fréquentielle. Le paralléle avec le cas continu se poursuit. On refrouve, avec les mémes déf ns, les notions de

réponses libre et forcée, réponses permanente et transitoire, réponse indicielle, etc. La FT est
caractérisée par la position de ses poles et zéros dans le plan en z (NB : il s'agit bien des pdles et
2éros en z et non en z'1). Ces péles sont aussi les racines de I'équation caractéristique du

La classe de SIL discrets qui nous intéresse est celle des systémes régis par une équation aux
différences linéaire a coefficients constants :

agy(k)+ajy(k—1)+. Aapy(k-n)=box(k)+ byx(k = 1)+...+bx(k-1) systeme.
o : 4 Ce systéme, dlordre n, est causal puisque ie second membre Par un raisonnement similaire & celui fait en continu, on montre que les modes caractérisant la réponse
soit - M ay(k-i)= M‘c.xcnlmv de I'dquation aux différences ne fait pas intervenir de valeurs libre du systéme (qui, pour une racine réelle simple z;, sont de la forme (2;)%), tendent vers zéro, quand k
i=0 1 i=0 1 du signal d'entrée postérieures & la valeur de sortie la plus tend vers l'infini, si le module des racines zj correspondantes est inférieur & 1.
. " récents .en_ yK)- . . s . On en déduit 1a condition de stabilité d un systeme discret : un SiL discret n'est stable que
Remarque : lorsqu'on modélise sous forme discréte un systéme en réalité continu, 'équation aux si le module des pales en z de sa fonction de transfert est inférieur a 1, c'est & dire si

différences est une approximation discréte de F'équation différentielle. Mais pour un systéme

b h Aol . tous les pdles sont a lintérieur du cercle de rayon 1 dans le plan en z (si on raisonne en
intrinséquement discret, il s'agit d'une représentation exacte.

z-1, les poles doivent étre & Pextérieur). Un systéme avec un pdle simple en z = 1, ou une

Avec les mémes réserves que dans le cas continu, C'est 2 dire en supposant le systéme initialement paire de pdles conjugués sur le cercle unité, est a la limite de la stabilité.
au repos (et donc les conditions initiales nuiles), on obtient la FT discrate du systeme en prenant la Tz . . "
des deux membres de I'équation aux différences : r.m%m_:”.m.w.._m_:m nwr:.: m<m.mn_._:m_ n_mﬁ_:m. M.ow:ma vm__ posant z = 1 dans la FT (ceci se démontre
— - - aisément & f'aide du théoréme de la valeur finale en z).
<ANVAmo+3N ~+.:+u=N|=quANv?o+!N ~+...+UHN —.vl>ANv<AanwANVNANv {a FT d'un systéme discret 2 comportement intégral présente un ou plusieurs pbles en z = 1.
bt bz ] bz T . . X . Inversement, Un systéme & comportement différentiel est caractérisé par des zérosenz = 1.
G(z2)= m&n B(z) _bo+bZ +..+bZ Une FT discréte est dite réalisable si Un systéme & retard pur se caractérise par la présence d'une puissance de z'! en facteur de la FT.
z z wo+3N|~+:.+w=Nl= _mwmmwh_mohmmcx différences correspondante Les regles régissant les schémas-blocs de systemes discrets bouclés sont identiques & celles du
- continu.

J —
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(SYSTEMES (2_)) Définit. (suite), critéres de stabilité E (SYSTEMES (2.)) Critéres de stabilité (suite) E

(Par rapport au cas continu, on fait une distinction supplémentaire entre systemes a movo:gg (Résumé de la méthode : on commence par substituer & z son équivalent en A dans Péquation )
impulsionnelle Finie (RIF) et Infinis (Rl). Un systéme RIF est caractérisé par une équation aux caractéristique n-1 En multipliant les 2 membres de
différences d'ordre zéro. En efet, en posant n = 0 dans I'équation générale précédente, il vient : _ A+1\" A+l A+l " n i
P()=0—ag|s—} +a1l5— +.4a, T +ap =0 cette équation par (A - 1)n, it
) W b (k-i) En now_mm.ams_.z no_“m relation ommu:,m ®) by /ag kSt -1 -1 =l n vient :
y = x(k ~1) un produit de convo :..wo:. on en uit g = - n n-1 _ On peut alors appliquer le critére de Routh &
i=00 la forme de la réponse impulsionnelle : 0 k>r OAPVIGQP +_..:». +.4b =l~».+c= =0 I'équation om_,ma%_mmnncm transformée Q(A).

, T Remarques : bien que séduisante pour ceux habitués & utiliser le critére de Routh, cette technique est
z.oazw au vwmmmn.o quun o<cW=E RIF ow“ imp __o_.oB,o_H M.nw_mo. m._._ passant en Tz, on constate par plus lourde sur le plan des calculs & mener Mcm les autres critéres existants. il faut noter, par ailleurs,
allleurs que fa FT d'un systéme RIF est un polyndme en z'! da degr que le plan en A n'est en aucune manire équivalent au plan de Laplace, et qu'en conséquence, la

Y(z Lb Enfin, on %ms remarquer que contrairement au cas RIl, la sortie d'un systéme stabilité relative est difficile & étudier dans le planen A.
NM.MWH. an’ RIF ne d mm:a pas de valeurs passées de cette sortie. Pour cette raison, les Autres critéres : Les aulres critéres disponibles sont ceux de Schur-Cohn et de Jury, eux-mémes
i=040 systemes Rll sont dits récursifs et les systémes RIF non-récursifs. existant sous plusieurs formes. Lorsque ['équation caractéristique est & coefficients réels (c'est notre

cas), le critére de Jury nécessite moins de calculs, on en présente donc une version.

. 8 . - . T 1l s'applique au polyndme précédent P(z), avec ag > 0
.. g0-2 150-1
CRITERES DE STABILITE : ils se basent sur l'équation caractéristique du systéme, de la forme : 1202 pi-lign| S iete & construire le tableau ci-contre. Les 2
P(z)= »ou=+»~N=|~+...+w=|_N+w= i w i 33 )31 13g w_‘mammmmmc_aﬂmm mma nM:ﬂ_Emmm am_m coefficients de
A, A 18 ., d i t
Critére de Routh moditié : Rappel : le critére de Routh permet de savoir si les racines d'un polynéme - w 2 n 1!2g o_.wvw&:mmo%m Nwwcwm:m mm_,owm_w_wmm. mMm%cM _mwoﬂwomw
_w_M:. Wa.vm:._m awm__.m %mnmm?w. La méthode consiste  appliquer |a transformation bilinéaire suivante Y o S DAL M2 J..Aw.._,u.wxmﬂl. n° pair est la précédente retournée. Les éléments du
quaton omawo»”ﬂ aue: Cette application transforme le cercle unitaire du plan en z en 3 .u.me . tableau sont calculés & partir des déterminants :
= demi-plan gauche du plan en A. En effet, si on pose A = ¢ + jo, F-% oS 1-=1p, = 2 3n-1-if. i=012...n-1
P(z)=0 Q(A)=0 lintérieur du cercle unitaire en z est caractérisé par : L n-2 iZag agy [0 T
+im+1 +1)2 +@2 = ; =1 _[Po-1 bpo2aif,
Eu_wH_T_a J | 1, soit: (c+1) 1, dot: (6+)2+02 <(0-1)2+02,ie: 0<0 2n-51p3 1Py P11 PO ei=l s pn |31=012..n=2
-1 jo+jo-1] (0-1)2+02 [56-4[ po | By i P2 L P3_i 0 bin ps Pasil .
Avec cette transformation, on est donc ramené & l'utilisation du critére de Routh ciassique. ) ﬁ 20=3]92 ¢ 91 i 90 st %%y Pl i=012
- SysiEmes Invariants Linéaires a temps discret M. Tomezak - esial Sysiemes Invariants Lin€aires i temps discret M. Tomczak - esial

(SYSTEMES (2] Criteres de stabilité (suite) (51)

(Propriété : le systeme d'équation caractéristique P(z) = O est stable si les conditions suivantes sont |
toutes vérifiées :

1 Ta_Amo 1 2. P(z=1)>0; 3. D" P(z=-1)>0 rmma.u Emma.ma,m conditions mo:m_.mMmm
o ool abboh Bl | e e s e

Afin d'éviter des calculs fastidieux lors des exercices, on livre & présent les conditions de stabilité a
vérifier pour les systémes d'ordre 2 2 4:
W g

Rappel: P(z)=agz" +a,z" 4. 4 _z+a, 5 29>0

ap+ay+ay+ag>0
(VI Bl A ]
ag+ay+ay >0 ag-aj+ag—-a3>0
n=2:4ag-a;+ay >0 n=3: mol_mu_vo
ag-a3>0 aj31-a0ay+aZ—aZ >0
1437404274974
wO+W~+NN+Nw+NAVO

ag—aj+ay—az+ay>0
n=4:4.2 .2
mOlmalyflwo»u_vO

AwolwkaAonNN.TNAlewm Iwuquw& Iwomuvvo

s’
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(SYSTEMES (3_)) SYSTEMES ECHANTILLONNES (52 ] (SYSTEMES (3. ) FT ECHANTILLONNEE (53)

(De manidre générale, on parle de systdmes échantillonnés dés lors qu'un systéme, continu ou discret, | " h
ou un ensemble de systémes continus et/ou discrets, est soumis & des signaux échantillonnés. Dans de _mwcm:«,mw”wﬁm nmﬂﬁw_. Mﬂﬁ:mmww_mwn X(s) \ X'(s) = X(2) Y(s)
tels cas, il est plus commode de raisonner entiérement du point de vue discret, bien que la discrétisation supposé causal, x'(t) qui peut G(s)
dun systdme continu suppose une perte d'information. En revanche, si f'on néglige la quantification, le s'exprimer de la facon suivante : x{t) x() ] ¥t
fonctionnement d'un sys discret est inchangé : — . — " )’ Y@)

/ X(2) Y(z) Y(2)=G(z)X(z) G2): FT discrate X ()= T a(O(t-kTe)= X x(kTe)(t—kT,) R
G2 s ©)=gkpx(k) k=0 k=0 y(kTe)
= = = X
XY . X(KTe) = x(k) y(K) = y(KTe) y 8 wm s! Vm.mam_mﬁmv. de nmno:mmnhav:_mm._o::w__m %Ac:om:wm_m. étant supposé invariant et _imm:mm sa %vo:mm
, " " . . ‘(t) est la superposition des réponses a chaque impulsion, c’est & dire la somme de reponses
Dans un sens plus restreint, on désigne par systéme échantillonné, un systdme continu soumis & un 2 X\, 5 i g ; .
signal échantillonné, c'est & dire & un train d'impulsions modulées en amplitude. Dans ce cas, la impuisionnelles, décalées, et modulées en amplitude par les échantillons x(kTe) :
discrétisation conduit & ne plus prendre en compte ce qui se passe entre les instants d'échantillonnage. g(t)x(0) 0<t<T,
- g(tx(0)+g(t-T¢ )x(Te) T, £t<2T
(g) = Le systéme étant continu, ona: 4 4
e /X=X o). Y) y y(0)=1 ZOXO)+gt—T IX(T)+g(t-2T )x(2T,) 2T, <t<3T,

Gl l— ,
0 0 U g Y(5)=G()X () et y(O)=g(tyx (1

BOXO)+(t— Ty (T, M. +8(t=KTy)x(KT,) KT, StS(k+DT,

teo . . On constate que la TL de
Rappel : N.@HHP Y Xﬂmluwﬂb +Wx8+v =X(Z) e T WNSV est c:m_vmz..wmwwwzo: de K
en=—ce \ e s) et que les obtenues = - - - — . 0<t<
st d°DodN+1 vont étre difficiles a inverser. —¥(O=gOxO)+g(t=Te Jx(Te M. +g(t-KTeJx(kTe ) =M|.‘omAH nTe)X(nT, ) ; 0<t<kTe

On pourrait étre tenté, en vertu de la seconde égalité, d'utiliser la Tz pour calculer X'(s), mais |a aussi, la On en tire en particulier :
présence de termes en exp(sTe) rend l'inversion délicate, sauf dans des cas simples. C'est pour cette k(es) k(o)
raison que I'on préfdre traiter le probléme d'un point de vue discret, c’est & dire que I'on se contente —vy(kT.)= kT, ~-nT. x(nT. )= Y x - =
d'exprimer la sortie du systéme aux instants d'échantillonnage. Cette apprache revient a rajouter un y&T,) MomA ¢ X(nTe) :M.o (kTe —nT, )g(nTe) xﬁwwwov”m?wmv
| échantillonneur fictif synchrone sur la sortie du systéme et conduit & la notion de FT échantillonnée. L - - Sonv Scree )

SysiZmes échantillonnés M. Tomczak - esial Systames échantillonnés M. Tomezak - esial

(SYSTEMES (3_)) FTECHANTILLONNEE (suite) (54 ] (SYSTEMES (Z))FT échant. : cas du Boenamont (55 J

\

(Remarque : la réponse d'un systéme continu & un train d'impulsions peut avoir une aliure étrange. En) { Remarques :

particulier, on montre que si le d° du dénominateur de G(s) n'est supérieur que de 1 au d° du ola FT échantillonnée G(z) est la Tz de fa réponse impulsionnelie g(t) : G(z) = Z{g(t)], que Y'on note
numérateur, la sortie y(t) est discontinue. Par contre, si d°D > d°N + 1, la sortie est continue. Dans le aussi : G(2) = Z[G(s)].

premier cas, la relation précédente donne en fait les valeurs juste aprés la discontinuité, c'est a dire 5 Une FT échantillonnée a donc une forme tout A fait comparable a celle d'une FT discréte. Mais une
juste aprés Vinstant d'échantilionnage : y(0+), ¥(Te*), ..., y(kTe*). i est d&s lors clair que ces valeurs ne m_._, mo:m?:_oﬂ:._.mﬂ .m&%:m _‘wv_‘mmwz.mﬂwo: ﬁmmﬁﬂw a.c~: .M<m63m oo:::w_ mocmaw_w Wn_zmm:z__w::mnm.

- . . alors qu'une iscrate est une représentation exacte d'un systdme discret. Ainsi, I'équation aux
sont pas du tout représentatives de Fallure réefle de la sortie. difiérences associée & une FT échantillonnée correspond & une approximation discréte de
¥ y(kTe*) ° I'équation différentielle qui régit le systtme continu.

) 0o 4 B On avu précédemment : iw = G(s)X'(s). On en tire :
Y(2) = Z[Y(s)] = ZIG(s)X'(s)] = Z[G(s)X(z)}. Or, Y{(z) = G(2)X(z), d'ols: _thﬂmvxﬁ: = G(2)X(z). H

° d°Dénominatevr de G(s)
= d°Numérateur + 1

Systéme échantillonné avec bloqueur d’ordre 0 en amont :

> TV S N WS B Dans la réalité, les systdmes continus ne sont jamais soumis & des trains d'impulsions, mais & des
_ Te signaux reconstruits a l'aide de convertisseurs Numériques/Analogiques. On a vu précédemment
(Signaux 4.56) que cette opération était modélisée par un bloqueur impulsionnel suivi d'un bloqueur

d'ordre zéro. Les situations auxquelles on est confronté peuvent donc se représenter comme suit :

On vient d'établ (kT.)= 3 (kT,. —nT,)x(nT.) ; k=012,... On en déduit < . .
R T s RINEIREAE
L _ > = ® = impulsionne Y
Y(2)= YykT,)z k= Y YgkT,-nT)x(nT)z k= T X g(mT,)x(nT,)z~(m+n) =T,
ZyOTe = B TehTe o0 )7m 3 ZemTenare e LBt
Y@= 3 YgmT,)x(nT,)z (M) = ¥ o(mT, )z ™ Fx(nT, )z " signal continu__ signal Gol®) T
m=0n=0 m=0 n=0 ounumérique  échantillonné -~ Amvug|nlmﬂm G(s) —| G (2)=ZIGo®}=(-2z"1) Gi)
0®=—5— 0@=ZGo s

—Y(2)=G(z).X(z) § G(2) FT échantillonnée |

»
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(SYSTEMES (3. )} FT des syst. éch. en cascade E (SYSTEMES (3. )] FT syst. éch. en cascade / bouclés E

(Lors de la mi série d 1 Schantiflonnés, on doit respecter certaines régles qui n'existent (¢ : ’ 28me - )
vM.M en woﬂ.nwwcoﬂc m_m hwﬂ«wrammu vm:._nh._mm_.__,. on doit Saﬂu compte de la %_dmmwom ou :ob Systémes continus en série, avec un seul mn:m...z__o:,:o:_. a4 _c_._n_.&.@ du . systéme :
d'échantillonneurs. Dans ce cas, il n'est pas possible d'établir une FT
& échantillonneur a Pentrée de chaque systéme : x(0) IE w) W) = o gk
Systdmes continus en série, avec un échan . wo. r e e chaque sy : Y(2)=G,@W(@)=G1(2).ZIG | 5)X6)]
‘aprés ce qui précéde, ona: N
i : YE)=GH ()W (s)= .| = .
||\x3 0 Gq(s) r.lxis a@t Ga(s) 70 Y@)=G,@W (2)=G, W (@) D'autre part, onaen TL ©)=G2(5W (5)=G, ()G (X(s)] =G (5) Nmn:@x@_uun T
W«wﬁ:—mw échantillonnés bouclés : les mémes précautions doivent étre prises lors du calcul de
D'autre part : W(2)=G;(@X 2)=G1(DX(2) Y(2)=G,(2)G1(2)X(2) é&chantillonnées de systémes en boucle, Exemples :
Glz)

mo.:ni:o“o:voSBEamSoamoxvzsmlm._._.am_mmoam“ > x+ m .“.'Er“\ c. E < % ,%ANVM EMVENMXANVOI E“.&
Y©=G, W) or W(5)=W(@,_sT, =ZCOX®],_,sT, = [G;OX ] =G ,&XE) ,., @w @ Qmsw E§
finalement: Y(5)=G 2 ()G 1 (9X (91=G 2 (5).G) (2, 5T, X@hmesTe ce) D) PORE@

“X(@ 1+H@R@ZC@
D'autre part, en TL:  Y(5)=H(s)U (s)=H(S)R' (5)E (s) or E(s)=X(s)- B(s) et B(s)=C(s)H (U (s)

Systdmes continus en série, avec un seul échantillonneur 3 Yentrée du 1er gsystéme :

/ o) ato) C'est le cas déja vu avec le bloqueur d'ordre 0. - E@E)=XE)-CEHEU () et E()=X (5)-CH U (9)=U'(s) /R'(s)
X0 X W) W Y(©=Gr6WE)=G ()0, )X )=GEX6) onentie: U (9= ROX® __ [yq. HORGX© . HOR@X@
T YO ZY 6= ZIGOX G- C@OX@) aves G@=ZIG16)G, @; 1+C M&m ()R (5) 1+R (5)C (s)H (s) 1+ R(z2)C(z)H(z)
| enrotant: X(2)=X(2)|, 5T,
- Sysi2mes echanulionnés M. Tomczak - oaL._ ySIEmes échant lionnés g
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(SYSTEMES (3. ) FT des syst. éch. bouclés (suite) (58 ] (SYSTEMES (3. )]stabilité des syst. éch./ Remarque H

On modifie légérement I'exemple ) [ Stabilité :

3
précédent en supprimant X + N ° R(2) u u H(s) Y D'emblée, on peut noter que la stabilité d'un systéme étant indépendante de l'entrée, étudier la stabilité
I'échantillonneur dans la boucle d d'un systéme continu, soumis & échantillonnage, revient & étudier 1a stal

b

bilité du systéme continu. Mais,
de retour. On a alors : on peut se demander comment s'exprime la condition de stabifité en fonction de la FT échantillonnée.

Soit une FT G(s) quelconque. Si I'on suppose, pour simplifier, qu'elle ne comporte que des pdles

Y(2)=R(z)H(z)E(z) avec E(z)=X(z)-B(z) C(s) |e distincts notés s;, elle peut étre décomposée en éléments simples selon
-y i . 1 i__= =y %z

mais B(z)=ZICOHEU@)=ZACHRE() ~>E@)=X(@)-R@E@ZICH] CO=Xi; o f |t e S0

dou E(z) X(z) 5 Y(zy H@R®E@) Ainsi, les pdles en z de la FT échantillonnée sont donnés par :
“1+R C X 14+R(@)ZC :
ANvNM E ANV ANvN_” E mm"Qm.TuSw - N.—Hmeﬂn .Ggem\ﬂn > v»_u_@amuﬁn*
En TL, on peut écrire : Y(5)=H)U (s)=H(E)R 5)E (s) Si G(s) est stable, 6i < 0

- _NLMTB.F _Amou~

— _ — _ _ _ ¥ Par conséquent, Ja FT échantillonnée est stable si le module de ses péles en z est inférieur a1l
E(s)=X(s)-B(s)=X(5)-C(HEU ®-E@©=Xs)~ICHI U() La condition de stabilité est la méme que dans le cas discret, et on peut donc utiliser les critéres vus
REXE) v&_omquﬂa%ﬁr Par ailleurs, on montre gue l'adjonction d'un bloqueur d'ordre 0 ne modifie pas les
. (X' (s pdles de la FT.
U E)=R X 5)-[CH] U(s)>U(s)= R s
! ’ emarque :
1+R 6)ICH] On peut montrer que les systémes échantillonnés (qui sont en fait des systémes “périodiques”) ne sont,
m:m»ocwm nh,mm:mr__‘. ni linaires (ne mm_‘mw.nmm qu'en Bmmmo: Mm__ommn_.mmg._ﬁz_um:oa, _3 5<m:m:.w. La 3"5.
finéarité due & la quantification peut généralement étre négligée (sauf lors de ‘apparition de cycles
finalement : [Y (s) HE)R (9)X (5)_ H($)R(2)X(2) limites). Le comportement variant dans le temps peut également étre négligé, pourvu que la periode
1+R AmVHOT:. 1+ MANVNHO:u d'échantillonnage soit suffisamment petite. D'autres manifestations non-finéaires, dues au phénoméne
| m.mw";m::__o::mom et de repliement spectral, ne peuvent étre négligées, et doivent étre évitdes a l'aide
L e filtres anti-repliement.
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