GENERALITES

(SIGNAUX (ntrod))

( signal:

manifestation, sous forme d'une grandeur physiquement observable, d'un phénomene

mcm_no:nco (température, pression, position d'un mobile, onde acoustique, optique, tension
lectrique, etc.).Le plus souvent, les signaux analogiques sont de nature électrique.

modale d’un signal : (qu'on confond avec le signal lui-méme) .
fonction, réelie ou complexe, & une ou plusieurs dimensions, d'une ou plusieurs variables
réelles ou entidres.

signal scalaire : signal & une dimension
Un signal & plusieurs dimensions est dit vectoriel (ex.: 3 composantes en coordonnées
cartésiennes d'un champ électrique en fonction du temps, traitement d'antenne : une
dimension par capteur)

signal monodimensionnel (1D) : signal fonction d’une seule variable réelle ou entiére .
Exemple de signal 20 : image fixe i(x,y). Une image animée i(x,y,t) est un signal 3D dit
spatio-temporel

signal temporel : fonction du femps (c'est le cas le plus fréquent)

i existe également des signaux spatiaux (distance, angle)

2

a: s'intéresse essentiellement aux signaux scalaires temporels. p

_
y_ ¥

signal continu (ou analogique) ; W:n_ discret (ou numérique) :

signal & temps continy noté signal a temps discret noté :

x(t) x(k)

(1)
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(SIGNAUX (nwod.)]  GENERALITES (2)
(" bruit: perturbation (interférence, parasite, bruit de fond, etc.) » signal utile )
génant la perception ou linterprétation d'un signal.
En général, il 8’agit d’une fluctuation imprévisible due a I'environnement
ex.: bruit thermique : agitation des électrons dans une résistance,
variation quantifiée du nombre de photons arrivant sur un détecteur optique.
Dans la réalité physique, il y a toujours du bruit !
rapport signal sur bruit (RSB) : mesure du degré de contamination du signal par du bruit
Il s'exprime par le rapport des puissances respectives du signal Pg et du bruit Pp :
P
RSB==% ; RSByp =10logio RSB. g
Py
La frontiére entre signal et bruit est artificielle et dépend des critéres propres de 'utilisateur.
Ainsi, le bruit galactique (phénoménes électromagnétiques d'origine galactique), bruit pour les
ingénieurs de télécom., est un signal du plus haut intérét pour les radio-astronomes.
Exemple : considérons le cas d'un signal constitué d'une sinusoide pure a laquelle se
superpose un bruit. Il s'agit ici d'un bruit particutier dit bruit blanc gaussien, de moyenne nulle.
Un tel bruit, qui, comme son nom lindigue, a la particularité d'occuper uniformément toute la
gamme de fréquence, a une puissance égale & sa variance, notée ¢2 (la variance correspond
au camé de I'écart-type du bruit, qui est une mesure de sa dispersion autour de la moyenne).
D'autre part, on verra pius tard que la puissance d'une sinusoide est égale & ia moitié du carré
de son amplitude.
L _J
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(SIGNAUX (nod)]  CLASSIFICATION (4)
signaux
E aidatoires
¥
périodiques périodiques (staionnaires) ationnalres
3 A
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(SIGNAUX (nwod.)]  CLASSIFICATION (5]

r

(signal déterministe : dont FPévolution temporelle peut atre parfaitement décrite, donc prédite, ) 4

par un modaie mathématique approprié.

On les rencontre essentiellement en laboratoire : signaux de test et d'excitation, signaux

d'étalonnage, etc.

signal aléatoire : imprévisible, u:.o: ne peut prévoir qu’avec une marge d'incertitude
C'est le cas de la plupart des signaux d'origine physique. lls sont décrits par leurs propriétés
moyennes. L'étude des systémes parcourus par des signaux aléatoires doit s'effectuer a I'aide
de méthodes statistiques.

exemple classique de signal aléatoire : le bruit.
Un signal déterministe auquel se superpose un bruit constitue un signal aléatoire. Lorsque le
RSB est suffisamment élevé, on peut raisonnablement négliger V'effet du bruit, par exemple
Jors de I'étude d’un systéme parcouru par un tel signal.

La dichotomie déterministe / aléatoire n’apparaft pas toujours de fagon évidente.

ex.: sinusoides a amplitude, phase ou fréquence aléatoires, signaux chaotiques déterministes.

\,

mn:n_ stationnaire : dont les caractéristiques statistiques sont invariantes dans le temps.

Un signal non-stationnaire ne vérifie pas cette propriété.

Signal ergodique : dont les caractéristiques statistiques peuvent 8tre estimées dans le temps.
Par exemple, si la valeur moyenne d'un signal aléatoire (qui devrait &tre calculée sur plusieurs
réalisations) correspond & la moyenne temporelle d'une seule réalisation.

Si 'hypothase d’ergodicité est couramment admise, il n’en va pas de méme pour la stationnarité.
Toutefois, en pratique, la plupart des signaux peuvent éire considérés comme stationnaires

pendantune durée d'observation suffisamment courte.

\
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SIGNAUX (Iaod.)) CLASSIFICATION ENERGETIQUE (_7 )

( Initialement, les notions d énergie et de puissance moyenne d’un signal ont été définies 4
pour les signaux analogiques.
Dans ce cas, celles-ci correspondent & une réalité physique. Par analogie, on les définit
également dans le cas discret.
CONTINU A DISCRET ]
400 +o0 >
E,= [x(tPdt ENERGIE E, = 3 x(k)
—co k=—co
1 +T/2 5 1 K/2 )
P, = lim — [lx(t}dt PUISSANCE P, = lim— Y |x(k)
T-»=T _1, MOYENNE K=Ky "k
interprétation physique :
Si le signal est une intensité ou une tension électrique, il s'agit, & une constante multiplicative
prés, de 'énergie ou de fa puissance moyenne consommée dans une résistance.
On distingue alors : (les signaux a énergie finie (on a alors Px = 0) ; )
tous les transitoires, déterministes ou aléatoires. C'est le cas de tous les

signaux de la réalité physique. J
les signaux a puissance moyenne finie non-nulle (on a alors Ex = =) :
tous les mﬁ:mcx permanents, déterministes (périodiques et quasi périodiques) ou
aléatoires. Cest le cas de certains signaux théoriques, utiles pour analyser ou modeliser.
La puissance moyenne totale d’un signal périodique est égale a celle sur une période.
Certains signaux théoriques n’appartiennent 4 aucune de ces catégories.
L Ex.: x(1) = exp(at) pour -o < t < e, impulsion de Dirac (1), peigne de Dirac, ... )
Introducton
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(SIGNAUX (inirod.))

CLASSIFICATION

signal quasi périodique : somme de signau

W:vu%;d“ n sasu

signal continu de période T

signal pseudo aléatoire : signal périodique,
d'observation, dont le comporteme|

tant sur le plan statistique que fréquentiel.
De tels signaux sont utilisés pour simuler des phénoménes aléatoires (simulation de

[ signal périodique : qui obéit & une loi de répétition cyclique réguliére.

nt sur une période rappelle celui d’

x(k)=x(k+K)
signal discret de période K

de période grande par rapport a la durée
un signal aléatoire,

systémes de communication, identification de systémes, efc.).

rapport des périodes est un nombre rationnel.

signal transitoire : signal a durée limitée.

: x périodiques de périodes incommensurables.
La somme de 2 signaux périodigues, de périodes difiérentes, n'est périodique que si le

NB : un signal de type exponentielle amortie est considéré comme transitoire.

3
2}

-

"signal pseudo aléatoire

10 20 30 40 50 L1y

4

2

signal quasi périodique

5 10

15 20

Dans la suite, on se limite A I'étude des signhaux déterministes.

(SIGNAUX (nirod.)) SIGNAUX DE REFERENCE
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’

It s’agit de quelques signaux particuliers, utiles
modéliser certains comportements, analyser le fonctionnement d'un systéme ou

pour:

s systemes.

comparer les fonctionnements de pl
On les rencontre fréquemment dans la réali

té physique,

mais de plus ils peuvent étre utilisés

comme des “briques” de base pour construire de nombreux autres signaux.

La rampe unitaire
[ r(t) YN r (k) )
0 pour t<0 0 pour k<O
r(t)= po rk)= po
t pour t=20 k pour k=0 ﬂ
L 0 t §i 0 "
L’échelon unitaire
[ 1() 1188 1)
0 pour t<0 0 pour k<O
=4 > 1 1K)={, o0
1 pour t>0 1 pour k=0
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(SIGNAUX (inirod)) SIGNAUX DE REFERENCE (9] (SIGNAUX (inod)) SIGNAUX DE REFERENCE (10)

("~ L'échelon 1(t) est la dérivée (discontinue 3 T'origine) de r(t) ; il nest pas défini pourt=0. g Si on fai tendre £ vers zéro, 51(1) ne tend pas vers une limite au sens des fonctions, mais au 4
En fait, on a 1(0+) = 1 et 1(0°) = 0, mais par convention, on pose généralement 1(0) = 1. sens des distributions :
Physiquement, fa variation brusque a l'origine correspond, pour un systéme, & un C’est la distribution de Dirac, 8t
changement de consigne rapide (par rapport au plus petit temps caractéristique du systéme). U“V notée (1) et appelée aussi : impulsion de Dirac 3
EXEMPLE Circuitsans 4. o i . 0= 0 pour t<0 Remarque : on peut imaginer d’autres formes de
ity résistance t=0, on bascule linterrupteur : v(t)= mo pour t> 0 A(t), qui conduisent & diverses formes de 84(t).
dv Ex.: impulsion triangulaire de base 2e et de
L a1=0, v(t) est indéfini. De plus, le courant i(t) = O.M est nul tout le temps, :mEmEm Je. 9
sauf rt = 0 ol on ne sait pas le calculer. Pourtant, il y a bien eu Toutes verifient : Foo Lintégrale n'a plus de signification au sens de
E c v(t} transfert de la charge q = GE de la batterie au condensateur ! ()= lim m_AO lv .— S8(t)dt =1 Riemann vc_mﬂcm W_B est OE._ _m_a & valeur infinie en
X dq . L, -7 un point et nulle ailleurs. On la représente par une
Comme i(t)= m.m , on peut envisager la valeur de la charge déposée sur le £—0 —oo flache ou un trait d’amplitude égale a I'aire ewm 1).
+oo T . A s -
condensateur comme I'intégrale de Vintensité :  q(t)= [i(t)dt=CE _Au sens des distributions, on a également : Ainsi, dans 'exemple précédent :
- e . L o
L'intégrale de la fonction i(t), nulle presque partout, n'est pas nulle S = ai =i = EAS& = EQ| Ddt) v =E1v et it)= Oaic =CE.&(t)
(=> {(t) n'est pas une fonction mais une distribution (L. Schwartz, années 50). ) dt Zoo 0 ) dt ’
m: u_ms mmwwg_‘m‘ a.m«vza_mﬂ_»mm_.._&m finie de fermeture de l'interrupteur e et la continuité de Physiquement, fimpuision de Dirac est donc une idéalisation de certains phénomenes tels que
volution de la tension par A(Y) : I'impulsion électrique qui apparaft lors de fa mise en court-circuit d'un condensateur, les forces
A 31(0)
1 oo engendrées lors d'un choc élastique entre deux corps rigides (percussion) ou encore une masse
1 déri /e finie concentrée en un point (ol la densité est infinie).
on deérive par morceaux Si(dt =1 Ve On démontre qu’une impulsion bréve, de forme guelconque, peut tre approchée, du point
1 HV ! I de vue de ses effets, par une impulsion de Dirac “d’amplitude” (de mesure) égale a son aire.
] | | — Pour un systéme, 8(t) représente une impulsion quelconque de durée petite par rapport au plus
\___-£20 &2 t 22 0 €2 t . ﬁ petit temps caractéristique, et contenant assez d'énergie pour “Y'ébranier”. )
Introduction M. Tomczak - esial Introduction
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(SIGNAUX (nirod.)] SIGNAUX DE REFERENCE (11 ] (SIGNAUX (lnirod.)} SIGNAUX DE REFERENCE (12)

(" L’impulsion unitaire discréte On a les relations : ) (Cas particulier : le signal harmonique — — |
) MQG ALK) K 1k D | mnw_.wmcm a, ou f dans le cas discret, sont imaginaires purs) _ x(t)= el©0 - _wav =)0 —
= = - - niérét :
exploration fréquentielle des systemes (en faisant varier wg)
0 pour k20 . et 1(K)= ngv - Wm?v - Wmcn -n) wu_.‘::_d plus commode sur le plan mathématique, des mmu.:m:x sinusoidaux
8(k)= 1 pour k=0 n=0 n=—oo n=0 e)@0! = cosmpt + jsin wpt eJ®0K = coswpk + jsin @gk
_A[ e oot , o=i0g-iwot _A[ 0. i00k 4 o=i0g-i®ok
o A On peut établir un paralélle entre les opérateurs mﬂ >8mﬁeon+6vl.MT_eo_ 0 4 e~JPe 7100 v >ncmA80w+6v||~.Ao_ea._eo +e71PeTI0 V
et A d'une part, et .-. et Y, dautre part. = >QT_ASO»+€J = >@.~T.._Aaow+6vv
Signal exponentiel complexe

x(k)= Oom_n =Cok : C,a complexes En continy, le signal harmonique (comme les signaux sinusoidaux) est périodique :

x(t)=Ce? ; C,a complexes Si C et a sont réels :

wg = 2=xfy um,ﬂ'M

i est caractérisé de fagon équivalente par sa
pulsation @g (radians/secondes), sa fréquence fo
(Hertz), ou sa période T (secondes)

SiC ot t réels : si | > 1, on a une exponentielle croissante
ot a sont reeis : (modéles de populations en fonction des

é \ générations, retour sur investissement

croissante {modéles de réactions en journalier, mensuel, etc.)

mhmm%wr%mhﬁw.ﬁhmm MMnWm:o_om_n:mm. si jaj < 1, on a une exponentielle décroissante
ques, &tc. (discrétisation de systzmes continus, etc.)

Si a > 0, le signal est de signe constant, mais,

décroissante (circuits AC, systémes N .
mécaniques amorts, etc.) ﬁMaﬂ vo“TMMMB 2 valeurs successives sont de

Fllq". —
troguction
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si a > 0, on a une exponentielle

Dans le cas discret : e)00K = @0(k+K) 5 oJ®0K =1 = 3m entier/ oK =2mm i.e fo=
Un signal harmonique (ou sinusoidal) discret n’est périodique que si sa K
fréq est rationnelle

De plus, on a la propriété suivante :

m

si a < 0, on a une exponentielle

Un méme signal harmonique discret a une infinité
de pulsations ; 1a fréquence des osciliations ne
croit pas continiment avec oo
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(SIGNAUX (nirod.)) SIGNAUX DE REFERENCE (13 ] (SIGNAUX (lntrod )] COMPLEMENTS (14 )

m“waw__ Hw%_a mocrtement ransitcire ds systbmes Exemple : A Signal échantillonné (échantillonnage idéal) ) ]
rs de 'étude du compo! , : : o . . . .
b ¥ - 2 H 0 t<O Un signal échantilionné résulte du produit d’un signal continu par un peigne de Dirac. La
ﬁhﬂﬂ.@% :_wh_.naovﬂ..m_mu »._. nAEm .“F.:w.om.r“ow.cnm“_,m." Momswmm%mwm vauﬁ wgvoE. période du peigne est appelée période d'échantillonnage et notée Tg. On ww:_m:n alors un train
I'événement est pris pour origine des temps). Ce®*' pour t20 d'impulsions modulées en amplitude par les valeurs du signal continu aux instants kTe, dits
Léchelon t d'écrire ceci de fagon condensée : x(1) = Oaa (0 _NMW_.;w d’échantillonnage”. Dans la réalité, les mﬁ_%w__m_o:m sont de n:u_.ww Mmam mm_‘ Mﬂﬂv” MAMm.wﬂ v
Signal décalé ou translaté (retardé ou avancé) smw e ¢
Le signal y(t) = x(t - 1) (resp. y(k) = x(k - n)} est une version retardée de t (resp. de n) du signal multiplication
x{t) (resp. x(k)). Au contraire, le signal y(t) = x(t + 7) (resp. y(k) = x(k + n}) est une version X -
avancée de t (resp. de n) du signal x(t) (resp. x(k)). Exemples : - i - ﬁ 4 ﬁ o
x(f)=et x(t1) = 2D x(t) = e 2100 (tn) = e 20100 | J T Te T T, >
Produit de convolution
On appelle produit de convolution (continu ou discret suivant le cas) de deux signaux :
+oo +oo
1 1 1 1
_ ‘ e yO=x(*g® = Jxmgt-nde | | y=xk*gk)= Tx(n)gk-n)
T T —0 n=-—oo

Le fait de sommer des signaux causals et/ou retardés ou avancés permet de créer des signaux de formes U'opérateur de convolution est d'une importance capitale pour l'analyse des signaux et systémes.
quelconques. Exemples : 0= 3 = 5(t—1T) On renconire souvent des convolutions effectuées sur un horizon fini 0 &t (ou k) instant courant,

[ £ 1(D-1(1-7) celles-ci conservent les mémes propriétés (cas des signaux et systdmes causaux).
Impulsion & Peigne idéalisation
woree 1111111

rectangulaire d’un si distributivité
1 gnal
notée aussi [ 77 dniifns (21 + 82)*x = (1*) + (82%x)
VT 2T
M. Tomczak - esial Introduction

associativité

(x*g))y*gy =x*(g1*82)

commutativité
X*m = m* X

—>

rect{(t-7/2)/1)

M. Tomczak - esial

SIGNAUX (inuod.)) COMPLEMENTS (15 ] (SIGNAUX (nwrod.)) COMPLEMENTS (16 )
( Distributions 4 4 )

L'impulsion de Dirac est définie rigoureusement par la théorie des distributions. Celle-ci permet . AT |
d'étendre le calcul intégral aux impulsions. >5wm on utilise les mémes notations que pour les Changement de variable : 3(at)=1la[ " &(1)
fonctions, mais I'utilisation aveugle du calcul intégral classique peut conduire & des résultats
erronds. Sans vouloir entrer dans les détails de la théorie, voici les principaux résultats qui nous 1
3(f)

seront utiles: Foo En particulier : S(w)y=—
L'impulsion de Dirac retardée §(t-r) est définie par : ._.RGmQ —-ndt=f(7) ; feC, 2r
0 4eo

Soit, pourt=0: fddt=<£,5>=£(0) Dérivation : (5f) = 5f +15

-

I

Produit par une fonction : < gd,f >=<§,gf >
En particulier : X()S(1) = x(0)5(t) et x(t)3(t—T)=x(1)(t—1)

<8,f>=-<8,f>=-f(0)

Convolution :

<™ f>=(-1)P <§,f®) >

(5+f) = 5xf =B+ f
N = ——

x(t)

xT(Y) De plus, on verra, dans la suite, que la transformée de
Fourier peut &tre étendue au cas des distributions.

™ L T D
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(SIGNAUX C_1. 1. T. de Fourfer, spectre, corrél. (17)

_.m transformée de Fourier est l'outil permettant d'effectuer une des opérations majeures de la
théorie du signal : I’analyse harmonique.

ﬁv aov_.mmo.:n:o: spectrale des mmnamcu
&\ TS

movn:_co: __‘&nco_:.o__o de 'amplitude, de la u_._nmo. _.m:o_dmo ou de la pui des .u

—_— -

m: <m:: a: .:mo_.wam am _u_m:n:m_.m_ .o:o _om u.u:w:x w énergie ::.o ?_mzmcx am carré
intégrable) possédent une transformée de Fourier, elle-méme de carré intégrable. Toutefois
cette condition est suffisante mais pas nécessaire. Ainsi, la plupart des signaux idéalisés (a
puissance moyenne finie, di maus_o:m. .:v o:. m@n_oio‘: une transformée de Fourier.

T o e

Soit x(t) un m_m:m_ no::_._c amS«B.:.ﬂm. sa :w:ﬂo::mm de Fourier est une *o:n:o:

généralement complexe, de la variable réelle f (ou ) : Transformée inverse :
+oo +oo
X(H)=Fx(t)]= .TAC exp(—j2rft)dt x(t)= F! [X(f)]= ._XQanwamaaam

o0

On utilise aussi :

(SIGNAUX (C_L ) Dévten SERIE DE FOURIER (18)

Soient deux fonctions continues sur [t4, t2), x(t) et {(t), on cherche une approximation de x(t) par (t).

frm symétrie des wm:ma_ﬂﬁ:o:m a_ana mn inverse ao::m _mx_m.m:om d'une

Transiorm&e de Founer, Specire, Conélation

(SIGNAUX (1)) Dévten SERIE DE FOURIER (19)

\

Autrement dit, on cherche le scalaire C tel que x(t) = C.f(t) sur {t4, t2), par exemple au sens de la

minimisation de l'erreur quadratique moyenne :

e= _ [x(t)- CF (O dt x__2 Ic _ £2(t)dt~ _ x(OF(Hdt
ty I: : oC t—-1 4 4
wwm 2 dE
—= f<(t)dt (=0) ¢ est minimum pour — =0, c'estadire:
ac? ty |: ,m ac
ty
TASRS% si x{t) et f(1) sont de carré intégrable sur | = [ty, t2], le produ
C= 15 scalaire associé est :
ﬁ_m 20yt <x.f>= [x(OI(DAL et [P =<f,f> soit C= A_m_mv.
1

. X0 fsint di— fsint dt
ple : ~ 2n Suuaﬂlnnb..lm.lall.nm
4 ' Jsin2 (1)t
4 0 .
M. Tomxzak - esial

Transiorm&e & Fourier, spectre, Corrélation

(SIGNAUX (C_1- ) Dévt en SERIE DE FOURIER (20 ]

G 3
Si on souhaite approcher x(t) sur {t4, ta] par: WOBS. avec ?5 orthogonales, i.e <fj,f;>=0 Vi &
i=1
-
2
) n ty t y
e=—— [ |x()- TCifi(0] at o __2 ¢ 2wa- Fxtogwat
ta=try i=1 oC; ta=ty g 4

2 n ] X

o = |~.|T~3& >0 HV x(t)= 3.Cifi(t) = MAi_Nv.io
Tn 2=ty i=1 i= [l

EXEMPLE : 4
f =sinit) > Cj =i o} 1P
1 \>< PN () 0 sii pair
n 2n
0 t pourn=8:
-1 ~——~— 1 1 1
N x(t)= m_=n+wm_=u~+m2=mﬁ+Qm:_.:
\ J
Z..—.a:ﬂﬂw.nnﬂ

Tansfol Founer, Specire, Corrélation

\

x7(t) ait une période T (celui-ci peut étre obtenu par

Supposons que le signal & approcher

périodisation d'un signal non périodique x{(t} a support borné). Supposons de plus que I'ensemble
2r n

des fonctions orthogonales soit complet et constitué de : ncm».m; et sin T.ﬂr i=0.L2....
Lintervalle | est alors quelconque, de largeur T ; en général, on choisit | = [-T/2, T/2). D'aprés ce
qui précéde, ii vient alors : I I
2 T . xT(t)=ag+ hw cosn=—t+by, m_ssllﬂu W
5P =7 (#0) T(h=a0+ 2 (a0 CON T |
2 n :
{xr(t)dt
2 2 2 r 1 1
ap = l_.wicoomulg dt ; by = I?Hﬁvmss‘” dt ag="—F—-= ITSACQ ; bg=0.
T 1 T ,_, T .T: ,:
1
2 . 2%
jn—t 1 -jn=—t
Ce qui s'écritaussi: | X1(t)= MO:@ T avec Cp= ﬂ._xﬂﬁva T dt
n=—oo I
Développement en série de Fourler Coefficients de Fourler

Bien str, le signal 4 support borné [0, T[ (transitoire) x(t) peut étre approché par la série nm _uoc:m_‘
sur cet intervalle. La série de Fourier constitue un moyen d'analyse précieux. Elle permet
d'obtenir une représentation fréquentielle discréte (spectre de raies) du signal, ol chaque

composante harmonique (raie) Cp, est localisée a une fréquence i, = nfg = VT,
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(SIGNAUX (1. ) Dévten SERIE DE FOURIER

(" Autre interprétation : relation de Parsaval. On montre aisément g
1¢.2 +oo 5 Ceci exprime le fait que la puissance moyenne de x7(t) est
XT nﬂ_xﬂﬁsnnn . M_O__ fournie par la somme des carrés de I'amplitude de toutes les
1 1==o0 raies (tous les harmoniques) du spectre.

Cas des signaux discrets : on peut faire un raisonnement tout a fait similaire & celui fait en
continu. On considére donc un signal discret xk(k) K-périodique. Soit la propriété suivante :

K si n=0,zK,£2K,...
0 sinon

K- K, a=l1

1
Celle-ci se démontre aisément, en effet, on sait : ~nMo ok = 1-oK
= 1-a

Or, dans le cas présent, on a oK = 1. D'autre part, comme chaque exponentielle complexe de la

, a#l

somme est K-périodique (voir transp. 1.12 précédent), on peut sommer sur toute intervalle de
longueur K. Considérons, & présent, la relation : .FW«._L
xg(k)= Ycge K
n=<K>
En multipliant chaque membre de cetle derniére relation par exp(-jmk2n/K) et en sommant sur K

valeurs successives de k, il vient : T xg (k) nu.ﬁﬁazow = 3 Scge j(n-m)(2/K)k

(21 ]

J
M. Tomczak - esial

=<K> k=<K>n=<K>
TransTormée de Fourier, Specire, Conélation

(SIGNAUX C_L_)) Justification heuristique de la TF a

(" On a vu comment obtenir une représentation fréquentielle d'un signal délerministe transitoire ou bien )
périodique. On cherche & présent a généraliser ce concept aux signaux déterministes non-périodiques
et permanents. Pour cela, on les considére comme périodiques de période tendant vers Vinfini.

Soit x(t) un signal quelcongue et xT(t) la partie de x(t) comprise dans l'intervalle ]-T/2, T/2, on a alors :

b V) .
xp(t)= MN:%NB&% avec N:u% ._, xﬂﬁ.vol._wﬁnopaﬂ On en déduit :
=—c -T2
oy . izmf (1 TP —j2mfot ;, | j2mmfot
x(t)= lim xp(t)= lim T X ™ot = im Y | = [ xp(eT 0N eJ<0
T ‘H‘ilvo_o—.—“lon ‘ﬂnlvoo=“|ou _H,I.H\N

Dans le spectre de raies de xT(t), la distance entre raies adjacentes est égale & fp = 1/7. Lorsque T

augmente, la densité des raies specirales augmente. Lors du passage a la limite, la distance entre
raies devient infinitésimale et le nombre de composantes dans un intervalle de fréquence donné

devientinfini: ("¢ "_ 1/ T —df, nfy=n/T— f (variable continue), T -/
too (4o ,
Finalement : x(t) = .-. df] ._.NAcal._wann» ed2rit
—os - —o0
X(f)

La TF X{i) apparait comme la forme limite de la densité spectrale de raies => spectre de x(t). Par
analogie avec la série de Fourier, on conclut que X(f) analyse x(t) sous forme d'une infinité de

ooagmmammmm::mo._.aw_mmnoav_mxmma_mau_..cam_XS _&:::::mwm:ﬁ_mmmx:vwo_,:mmv.
fl.%ﬂoﬂm«ﬂ.mg’
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(SIGNAUX (1. )) Dévt en SERIE DE FOURIER

(22 ]

[ Ceci s'écrit également : R
Mx_hcnvnl_BG::Cw = 3 ¢, 3 ei(n-m)2n/K)k
k=<K> n=<K> k=<K>
D'aprés la propriété démontrée précédemment, la somme sur k du second membre est nulle sauf
si n - m est un multiple de K ou nul. Si on choisit m sur le méme intervalie <K> que n, la seule
valeur de n qui correspondra au cas non-nul, sera n =m. Donc, finalement :
—im(2n/K)k _ =
Mu:hcnvo jm( ) IWOBAI Ken+k =Kem+2K "v
k=<K>
On en déduit, en définitive :
. 2r . 2®
jn—k 1 J:mlw :
xg(k)= Ycpe Ko oavec cp=— Yxg(k)e K
n=<K> K k=<K>
L'interprétation spectrale est la méme qu'en continu. Toutefois, une différence notable tient au fait
qu'un nombre fini de coefficients suffit ici a décrire le signal. En effet, ceux-ci se répétent
périodiquement : cp = cp+K. On note au passage cette autre manifestation de la dualité
L temps/iréquence : signal périodique => spectre discret, signal discret => spectre périodique.
—

Transformée de Fourier, spectre, Corrélation

(SIGNAUX (_L_))7F D'UN SIGNAL REEL - Exemple (24 ]

M. Tomczak - esial

(—La TF dun signal réel x{t) est en général une fonction complexe de la variable f qui peut s'écrire :
r

=Tsinc(fT)  sinus cardinal,

T 0 T t A
2 2 ) ) L
(par prolongement analytique, on a sinc(0) = 1) T

Feo +oo Foo
X(f)= [x(Dexp(-j2nftydt="[x(t)cos(2nft)dt—j [x(t)sin(2mft)dt )
= R{X (D)} +j3{X(H)} = [X(D)|explj@x (D]
——— e — S ——
qu ) Xi(H) / /
TF de la partie TF de la partie \ spectre spectre de
paire am x{t) impaire a_m.:ﬁ: c.am phase (fction
L (paire) (impaire) (fction paire) impaire) )
Exemple : soit e signal x(t) = rect(/T) {signal rectangulaire, centré sur 0, de durée T, voir aussi 1.13).
Celui-ci est pair, en effet : xp()= x(t) +ml|3 = x(1), et bien sor: x; ()= x(t) lmlla -
Donc, la TF de x(t) = X(f) est réelle. T
X X(f)= z —jontt g = | g2 T X
_ (0= [ermta< - T,. T
uw p)
_ efmT —g-imT _ Hm:;i.ﬂv
N j2nf -0 =mfT .

N

—Bnﬁmgd—m de ﬂo:bnﬂ. van:‘n. Conélation

—
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(SIGNAUX C 1) ) Transt. de Fourler - Propriétés (25 ] (SIGNAUX (1. )) Transf. de Fourier - Propriétés (26 ]

+oo . h (On donne & présent les principales propriétés de la TF. Les démonstrations faciles sont laissées mi
- H : . - -t M
Convergence : Soit X(o) la transformés de Fourier de x(1) : X(0)= _. x(te™Idt guise d'exercice. Des explications sont données pour les démonstrations plus délicates. Certaines autres
. - . propriétés seront étudiées et éventuellement démontrées lors du chapitre sur la transformée de Laplace.
On cherche A savoir quand le signal X(t) est une représentation valide de x(t), ot X(t) est obtenu par: 3
o LT - ] i i sorale de Four Chgmt d’échelle de temps (a>0) :  x(at) <> |a|”" X(f /)
)= umc.mux?&l do Six(t) estde o.”:d intégrable, X(w) est fini (lintégrale de Fourier converge), (se démontre simplement par changement de variable ¢ = a)
00
2
& : e(t)|<dt=0. . *
et lerreur &{t) entre X(t) et x(t) vérifie |..Mn_ ol Inversion chronologique : Conjugaison complexe : x (1) <> N*Alm L
* : . —fy=X*
Dans ce cas, () et x(t) peuvent diftérer considérablement en certaines valeurs particuliéres de t, mais x(—t) & X(~f) (=X (f) six(t)reel) six(y réel: X(-)=X"(f)
terreur est dénergie nulle. i existe un ensemble de conditions suffisantes pour assurer que X(t) soit égal
4 x(t) pour tout t, saut lors de discortinuités, ol %(t) est égal 2 la valeur moyenne de la discontinuité. Il (Linéarité : ax(t) + by(t) & aX(f)+b¥(f vu Parseval : g
s'agit des conditions de Dirichlet : e te 1 2
= ) Translation temporelle : .— (O dt = _ IX(f)"df = pr _. X()tdo
1. x{t) doit étre absolument intégrable : .:xAC_% <oo x(t - 1) & X(f).exp(-j2nfT) oo dém. : 4o oo | )
=2 (changement de variable o = t - 1) _. _xe_m dt= _.xsu*e&u b. x(t 5= .‘.xﬁﬁavodozae t
2. x{t) doit présenter un nombre fini d'extremas dans tout intervalle de longueur finie de 1. it +H ws “
: Translation fréquentielle : 2 1% _
3. x(1) doit posséder un nombre fini de discontinuités dans tout intervalle de longueur finie ) 9 J ey dt=- | X*(0) [x(he~i®dt|do
de . De plus, chaque discontinuité doit étre finie. | x(1).exp(j2nfpt) & X(f-fo) - - -
X(w)
- T'ranstoringe de Fourier, Spectre, Corrélagon M. Tomczak .a Transiormée de Fourier, Specue, Corrélation M. Tormczak - esial

(SIGNAUX C 1) | Transf. de Fourler - Propriétés (27 ) (SIGNAUX C 1) ) Transt. de Fourier - Propriétés E

=1): oy e Y
_ dém. (n = :_mm dérivant par rapport & tchaque membre ) (Dualite:  FIx()]= y(D & Fly(n]=X(=) (ou Fix(¥]=y(®) & Fy(] = 2mx(-w)) )
. gx : n 4 de: x()=7- [X(w)}e)™dw, il vient: Cetle propriété sera démontrée en TD. Elie est particuliérement utile pour calculer ou inverser des TF
Dérivation : |9= A Cwamv X(f) ax(t) wmnx ou pour démontrer ou déterminer des propriéiés de la TF, Exemples :
t 1. : N +oo
jot 3
5 nanmsﬁevn do, dobi le résultat cherché _ W X(O+TXOR(D) © _.x?v dv
t +oo —00
. 1 1 = Autre exemple : les propriétés de modulation et de convolution vues précédemment sont deux
Intégration : TA:E: © uwﬁmxﬁmv+mxﬂov.mﬂv avec X(0)= .TAOQ» propriétés duales. Considérons le cas d'une modulation particuligre, la discrétisation ou
—00 —00 échantillonnage idéal (voir transp. 1.14), c'est a dire la multiplication d'un signal par un peigne de
Dirac. Dans le domaine fréquentiel, cette opération se traduit par une convolution entre la TF du signal
idée de la démonstration (la dém. rigoureuse fait appel et la TF du peigne (on verra u:.a tard que la TF d'un peigne unitaire de période T est un peigne de
3 un résultat de mathématique, le théoréme de Fubini) : période inverse multiphié par 1/T): Domai i
0 ) omaine Domaine ) )
Esnﬂﬁvw?lﬂ&a - Eevn*..wn ﬂﬁa@:lav&a e—jotg On intervertit alors I'ordre d'intégration temporel fréquentiel
(ceci n'est possible que dans les
el oL conditions du théoréme de Fubini) © om t ’ om f
Foo +oo . Bl . t) e . f )
H(w)= | x(tf [y(t-ei®dt dr= [x(ne 1Y (w)drt=Y(@)X(w) ﬁ lj # a ﬁ A M M ~ ﬁ @ multiplication ¢=> convolution 3K SJ fe
Modulation : x(t).y(t) <> X(f)*Y(f) ) (Cas particutier : OTe ' 0 fo =1/Te
1 1 5 X @) w Q X0
mais x(1).y(1) © .Nlﬁsv*ﬁev x(t).cos2nfpt & N_xqioixq fo)] M M _ , ﬂ ﬂ Ml) H H
= LIt 1. Apiscrétisation <= Périodisation - . f
Cette propriété s= démontre & pantir de la précédente, en utiisant la propriété de dualité suivante. )
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(SIGNAUX (_1._)]Transf. de Fourler - Propriétés (29 ] (SIGNAUX (_1_)J Cas des signaux continus a E finie E

(Ainsi, toute opération d échantilionnage temporel s'accompagne inévitablement dune périodisation ) (" Tous les signaux de cette classe possédent une TF. A
fréquentielle ; on verra dans la suite les conséquences de ce phénoméne sur les conditions & vérifier 4 A " - Foo
our assurer un bon échantillonnage. Bien sr, on observe la propriété duale : & tout échantillonnage Fonction d'intercorrélation : by (1) =< x* v, o= —x* (y(t+1ydt ;g
équentiel correspond une périodisation temporelle : les signaux x et y sont orthogonaux ou xy\*/— Y 2= y
( Domaine y (- Domaine 4 non-corrélés pour chaque valeur de 1 ol - *
temporel :.oa:wu_w%o_ la fonction d'intercorrélation s'annule. propriété : oy (1) = evﬂ -9
x(t) 400
. \/\J . Fonction d’autocorrélation (FA) : 0y (1) =< X" xg >= .?*vaﬁ +1)dt
iy * t 0 f —oo
. N R s e3e . - 2 - -
sk convolution multiplication @ Interprétation : mesure de w..:..__.:am. propriété : ¢ (0)=|x] ImxIB.wNAexﬁvv
1/To5 o) de forme et de position, de 2 signaux. | *
57, ® 01T, L ; remarque : dyy(T)=X (-T)* y(1)
1 Transf.
de " .z .
_ 5 Fourier S ¢ Densité spectrale d’énergie : Oy ()= Flox(7)] )
0 * *
@ D'aprés les résultats précédents : exqv =Fx AIS*%AAZ =X Q,vvnﬁ.v = _NQ.V_N
+o0 o0 “+c0
_ ji2nft =0
%Xp(0 px(m)= [@x(D)el? e ——Ey =0x(0)= | x(t)Pdt= [®y(E)df
5 f L'énergie 6&._% du signal peut aussi se calculer en intégrant .mnmoo distribution :Mmﬂm::m:m
L Périodisation ﬁ Discrétisation ) (identité de Parseval), qui est donc appelée densité spectrale d'énergie.
R i le signal de départ est & t discret, le spectre est périodique, et on obtient pal Si x(y) est réel, la FA est réelle, paire,
emarque : si le signa part est & temps discret, le spectre est périodique, e obtient par . . - _
conséguent un signal et son spectre tous deux discrets et périodiques. L | done sa transformée également : Dy (f) = Py (-f) )

./ ./
Transformée e Fourier, Spectre, Comélation M. Tomc2ak - esial Transformée de Fourier, Specire, Corrélation M. Torczak - esial

@QZ>CN ! Cas des signaux continus a P finie @

(SIGNAUX (1. )] Cas des signaux continus 2 P finie a

[ .rwm signaux de .nm:m o_mmmm.. physiquement :&m:wm!mm. permettent am modéliser des catégories) Corrélation des signaux a puissance moyenne finie non-nulle: V)
importantes de signaux (quasi-)permanents. lls ne salisfont pas aux criteres usuels de convergence Le produit scalaire précédent étant inutilisable, on lui substitue la valeur moyenne limite :
de fa TF, qui ne peut étre envisagée qu'en élargissant son champ d'application aux distributions : ! T/2
: . = = . — ) ~ * R *
Dirac et noJm.ns.u : el xAG. =C & X(f)=Cd(f) ; .ANAEV =2nCH(®)) ex«kav =<x",y;>= lim = .—x (Oy(t+n)dt
par translation : (t—-1) e 0%UAI._N.H».&V mbeNqnmoC > 8(f - mov T—o T -T/2
1 1 1 1 1/x Vx#0 Avec cette définition, les fonctions d'inter- et d'autocorrélation jouissent des mémes
Echelon: 1(t) ¢ mmﬁ.v +VP _.Nﬁm ’ HMASV +VP .ule. <vﬁwunﬁ 0 x=0 propriétés que celles des signaux a énergie finie. Pour deux signaux T-péricdiques, la
= fimite disparait dans la relation précédente. La FA d'un signal périodigue I'est également.
(Pour les signaux périodiques, on peut utiliser directernent la série de Fourier. On remarque aussi : ) | % J
c_ . c_ . - , : ——
m—ﬂ.nOwna.oL nm.ﬁm.mquNnmoau_ +M—Hme_uAI_Nﬂ.o~Ln mAmQ —fo)+8(f+ »,cvv Densité spectrale de puissance (dsp) : Gxﬁ.v = mmex (0]
. . .C . 1 T72 too
De méme : —AO.Q:N#».OLI_MAMQ .Hn..uvlmQ.Imovv|uﬁOAmA8+Sov|mA8180vv Pour t= 0, onobtient: Py = $5(0)= lim nml, :xAHV—M di= .—exﬁmvmm
. . ko . En fait, le peigne de Dirac ne représente T—e -T2 -
Peigne de Dirac : Ona: F[8T(t)]= ) exp(j27nnfT) i 3 oui i i =
uM.B w%mmmm:mﬁm%uﬂ_wh %&Wmmﬂﬂﬂw ___.‘:,%%M_“._mww nu_m:m_mw La fonction &, (f) représente donc bien la distribution fréquentielle de la puissance totale
signaux périodiques ou échantillonnés. D'autre part, il peut étre développé en série de Fourier : du signal. Contrairement au cas du spectre d'énergie, la dsp n'est pas égale au carré du
; —i module de la TF du signal. Toutefois, t établir :
Sr=3re  Cpel?™T avec ;= 2172 r(nem 2 Tar= L vn module de la TF du signal. Touleloi, on peut ¢Eblr
T 01 T &4 (f)= lim m_x?d_m (si lim ) ol X(1T) estla TF du signal & E finie constitué par la
L y=— Toee . P | 2
8(f ,Hv Hg /(6 | portion de x(t) comprise entre -T/2 e1 T/2. Six(t) T -périodique : eiauﬂ_x?j_ Byr®
= e
= R e ) J
ation M. Tomczak - esial
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(SIGNAUX (C1._)) Cas des signaux a temps discret (33 ] (SIGNAUX (1)) Cas des signaux a temps discret (34 )

(— La TF d'un signal discret x(k) est définie par : g ™ Avec les définitions précédentes, on retrouve la plupart des définitions et résultats obtenus avec les )
oo oo oo h signaux continus. On livre ici sans démonstration I'essentiel de ceux-ci. On retrouvera d'autres
X(f)= Mxﬁnvmlwwnzm oublen X(®)= ngvmlucﬁ I Mvﬂﬁbu_ < oo propriétés fors de I'étude de la transformée en z.
n=—oo n=—oo et X(f)= [X(f) exp(jarg[X(DD
, _rJL UC(lﬁJ\IM\ Dy (f)= _xqv_w spectre d'énergie |
Condition suffisante d'existence : le signal est absol nt sommable. L.a condition nécessaire est g mbon%‘ﬂm d mvgrﬂa ¢
sujette & de nombreuses définitions et interprétations, on admettra que X(f) existe pour tous les amp e pnase L
signaux & énergie finie (de carré sommable). , (" Corrélation : Y
PROPRIETE : la TF d’un signal discret est périodique : +Mo..o " ( .Wo ,..A 0*
+o0 \ +o0 . . dxy(m= 2x (Ky(k+ n= Xx (k-n)yk) =, (-0); dxx(n)=ox(n)
X(E+D)= Tx(e S2mE+Dn = 3 x(n)eI2mleI2M0 = X(f) | Koo k=—oo y —
L L X" (-n)*y(n) y(@»*x" (-n)

Tout intervalle de longueur unité étant suffisant pour décrire X(f), on utilise généralement Fintervalie
principal [-1/2, 1/2]. X(f) étant périodique, on peut considérer la définition précédente comme son R —j2nf kD S s jomfx e _jmim _ g _
développement en série de Fourier. Par conséquent, les valeurs du signal x{k) peuvent &tre Floxm]= X Y xxen Lxye Lxme =X (OX(F)=Dx ()

= \ k=—ce k=—o0 =—occ
calculées comme les coefficients de ce développement, selon la refation établie plus 6t : " k m
Parallélement En particulier :
1 FI2 i2mnf 172 jamn ) o 12 ] teo o ke 1/2
x(n)= = .tnﬁ.vn df = .‘NQ.K df  Transformée de Fourier inverse ¢ o5 (M= b.exﬁvm._wamm E;= TRl = X XXk =, (0)=max(¢4(n))= j@ 5 (£)f
-F/2 -1/2 ? -2 ks—e  ks— n S
\—TransTorm&s d Foufer, Specire, Comélation T Tomomk egal Translormée de Fourier, Specire, Corrélation M Torcmat- el

(SIGNAUX C_L_)) Cas des signaux & temps discret (35} (SIGNAUX C L)) LARGEUR DE BANDE d'un signal (36

(- g (U'analyse spectrale d'un signal conduit & une classification basée sur la distribution de son énergie ou amg
Translation : xcnvmuuano: “ NQ. _ mov xﬁn _ Wov PEN Nﬂmvmlhmﬁmwc sa ?.:mmm:am en fonction de _.m. :mncm:ow Awmmo:mv. La _.m_.noc_, de bande B d'un signal est le amam_:.m
principal des fréquences {positives ou négatives) occupé par son spectre, ou, pius exactement, ol celui-
~ ci est supérieur & une valeur convenue. Selon le cas, cette valeur peut étre considérée relativement &
Convolution : x(k)*y(k) &« X({). Y(f convolution discréte (0) ou & max(dy) :
(ky+y (k) 6-Y(0) ¢ ) *x0) (®x) B =f7- f] }avec 0 < f1 < f2, olity et fz sont les fréquences de coupure.
F=1 -, R
xcnv.wcs o X(f) * Y()= .—NQ_ YY(f-f' Ydf' On distingue alors couramment :
' "
1 Avxcav J m_mﬂnmcnx de hautes eAAmV J
réquences ;
On remarque que dans ce dernier cas, fe produit de convolution est un produit de convolution Signaux de basses
périodique continu, En effet, et ceci vaut tant pour les signaux discrets que continus, le produit de fréquences fy=0ou =0
convolution de signaux périodiques ne converge pas et doit &tre remplacé par un produit périodique, £ £
ﬁom_oc_m sur une seule période, ce qui n'a de sens que si les signaux ont la méme période. B “To1 5 lw» o »w :
2 h ) 2 )
p
REMARQUE : ) : - -
Bien que son intérét théorique soit indiscutable, la TF, telle qu'elle vient d'étre définie, n'est pas Signaux a bande GxQ ) y m.u:_muﬂﬂuo_mﬁo o, () 4
directement utilisable dans les applications pratiques numériques. Elle fait appel & un nombre infini étroite
de valeurs, et, d'autre part, la variable f n'est pas compatible avec la nature discréte des systémes de
traitement numériques. On verra ultérieurement une version modifiée appelée Transformée de £ ¢
Fourier Discréte (TFD), adaptée aux fraitements numériques, et que I'on peut calculer & laide e .
ﬁu.m_moa::.mm particulizrement “rapides” (algorithmes TFR ou FFT). y 1N ) -f 0§ f, p
TransTormBe & Foarier, Spectre, Correlation A Tomeak - endl M. Tomczak - nq




(SIGNAUX (L)) LARGEUR DE BANDE d'un signal ( 37 ]

fUn signal dont le spectre est nul en dehors d'une bande de fréquence spécifiée est dit a bande limitée )
ou A support spectral borné.

Pour un signal & bande étroite, les fréquences de coupure sont souvent définies comme les valeurs de {
pour lesquelles ®x(fymax(®x) = 1/2, c'est A dire les fréquence de coupure a -3 dB (=10.log(0,5)). Pour
un signal & large bande, on préfére définir les fréquences de coupure par rapport & ®x(0) plutdt que
max(®x).

Dans le cas des signaux & énergie finie, done physiquement réalisables, les distributions temporelle x2(t)
et tréquentielle Ox(f) = IX(f)12 de cette énergie tendent nécessairement vers 0 lorsque itl et il tendent
vers linfini. L'étude de la dispersion énergétique sur 'axe des temps ou des fréquences peut étre utile.
D'aprés la propriété de changement d'échelle des temps précédente (1.26), il apparait qu'une contraction
d'un signal corespond & une dilatation de son spectre et vice versa, ce qui suggére I'existence d'une
relation entre dispersion temporelle et fréquentielle. On montre notamment que le produit durée par
largeur de bande d'un signal est borné inférieurement (principe d’incertitude).

Remarque : tout signal physiquement réalisable ne peut étre simultanément & bande limitée (ceci est
une conséquence du théoréme de Paley-Wiener). On montre par ailleurs qu'un signal de spectre borné
est de durée infinie et estindéfiniment dérivable, et qu'un signal de durée finie a un spectre nor-bomé.

x(t) X0
& oo
. ¢ borné
l% ¢ X
support AIV support
borné Y . ( illimité
0

0 .
—
Tans ouner, Specire, Comélation M. Torczak - esial

(SIGNAUX (L)) EXEMPLES D’APPLICATIONS (39])

(En négligeant la présence du bruit b(t) et en exprimant Tintercomélation entre signal émis et regu, il vient : 4
oo +oo
Oy (M= Ju®r(t+ndt=a fu(u(t+1~t))dt=a.6,(1-t;)-> maximalen T=1t;

—0 —cs
Le principe reste valable si le bruit est décorrélé du signal émis. Exemple :
20 T v v v r y

Le signal émis est une impulsion
sinusoidale d'équation :

15,5.cos(2m.5.t)

Signal de retour, retardé de 4
secondes, atténué d'un facteur 5,
et noyé dans un bruit blanc
]l (RSB=-10dB).

Le maximum de la fonction
d'intercorrélation est atteint 2 t = 4,
ce qui correspond bien au retard
, . X ) cherché.

2 3 4 5 (] J
ourier, Spectre, Correlation M. Tomczak - csial

(SIGNAUX (_L_)) EXEMPLES D'APPLICATIONs (38 )

(SONAR, RADAR A CORRELATION : On présente ici le principe de fonctionnement des radars &)
corrélation. On raisonne dans le cas continu, mais il est évident que tous les traitements peuvent étre
effectués par un calculateur. Le procédé repose sur une propriété de la F.A. d'un signal continu u(t) :

_Ach.LMe:on V1l Ceci :umﬂ pas mno::mﬂ:.. on congoit bien nc.._. :..< a pas nwm meilleure
U et COMélation que lorsque le signal est comparé avec lui-méme, non décalé.

+co
Preuve : on part de la relation : _. [uthyx =A"+av_w dt20, V1.0Onentire:

+oo +o - 4o
fu2(de+ fu2(t+n)dt£2 fu@u(t+Ddt20, V1, dobi: 26, (022¢,(1) 20, V7
Si on suppose que le radar émet le signal u(t), celui-ci est réfiéchi par la cible et est regu par le radar

aprés un temps ty, proportionnel a la distance émetteur/cible. Le signal de retour r(t) est une

version atténuée et retardée de u(t).

- u(t) Il n'est pas rare que le rapport entre
émetteur puissance émise et regue alteigne
10-20, De plus, un fort bruit perturbe

(t) en général le signal de retour (bruit

récepteur atmosphérique, bruit du récepteur et

éventuellement brouillage, volontaire
AC\H«P:?ISY&@/ ou non, provenant de systémes
atténuation retard " bruit étrangers).

L __J
Transformée & Folfier, Specire, Corrélaton M. Tomczak - esial

(SIGNAUX (_1_)) EXEMPLES D’APPLICATIONS (40 ]

(SPECTROSCOPIE RMN 13C : cette technique est utilisée notamment pour effectuer Ianalyse )
chimique de mélanges complexes, en particulier d'hydrocarbures. Le principe (simplifié 1) de la
résonance magnétique nucléaire (RMN) repose sur I'oscillation de Larmor :

z Si on soumet un ensemble d'atomes d'un type & un champ
&%&3& e@ magnétique statique Bz, les atomes ont un moment angulaire
e — j, animé d'un mouvement de précession, & la fréquence dite

g de Larmor, celle-ci dépendant de Famplitude du champ B et
étant caractéristique du type d'atome considéré (carbone-13 en
'occurrence). L'oscillation du vecteur moment angulaire
engendre un mouvement des électrons qgui, & son tour, induit
¥ un champ magnétique colinéaire & u. La phase de p étant
x aléatoire, le moment angulaire global M, qui résulte de la
V4 superposition des moments angulaires de chaque atome, est

stationnaire et de méme direction que le champ B-.
Pour effectuer I'analyse RMN, on applique un deuxiéme champ
magnétique B~ oscillant, perpendiculaire au premier, de
fréquence égale & la fréquence de Larmor, et qui va forcer tous
les moments angulaires a osciller en phase. Le moment
angulaire global M n'est alors plus statigue, mais oscille avec la
méme fréquence et la méme phase gue les vecteurs p locaux.
De plus, le champ B excite les atomes, ce qui se traduit par

une augmentation de 'angle quantique o. J
M. Tomczak - esial
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(SIGNAUX (C 1)) EXEMPLES D’APPLICATIONS (41 )

(Quand la durée de lexcitation est suffisante et que 'angle
quantique est grand, on arréte le champ magnétique oscillant.
Les atomes commencent le processus de relaxation. On
mesure alors le champ magnétique induit par le mouvement
des électrons. La fréquence de ce champ est caractéristique _ ”
du type d'atome, et sa puissance représentative de la 7 e E
concentration d'atomes présents dans le produit. x tu

Jusqu'ici, on a considéré un seul type de molécule. Dans un ensemble de différentes molécules, la
fréquence de résonance, pour le noyau observé, n'est pas constante car le champ B= est mo

localement par I'environnement des électrons. Le champ induit présentera donc en réalité un ensemble
de fréquences différentes, caractéristiques des structures chimiques en présence.

)

[ Modele de relaxation
ITE) Domaine fréquentiel

Le champ induit est mesuré a
I'aide de fa bobine qui engendre
le champ oscillant, ceile-ci étant
disponible dés la fin de
I'excitation. Le signal, qui est
constitué d'une somme bruitée
de sinusoides amorties, peut
alors &tre échantillonné et traité
L T sur calculateur.

Translormée de Fourier, wvan:d. Corélation M. Tomczak - esial

AB Domaine temporel

(SIGNAUX (_L ) EXEMPLES D'APPLICATIONs (43 ]

wr.mﬁmum suivante est le calcul de la transformée de Fourier qui permet d'obtenir fe spectre du signal. _uocL
cela, on utilise un algorithme de Transformée de Fourier Rapide. L'information utile est contenue dans la
position des diftérentes raies (fréquences des sinusoides amorties) et la surface sous ces raies
(amplitude initiale des sinusoides amorties). Dans les cas simples, la surface peut étre déterminée
directement par intégration numérique, mais il arrive fréquemment que des raies soient trop proches et
donc enchevétrées. If faut alors procéder 4 un désenchevétrement pour déterminer la surface respective
de chaque raie.

Domaine fréquentiel
ViTF

99,98 100 100,02
i
J/un:

La connaissance des fréquences et des amplitudes correspondantes peut se résumer sous forme d'un
“spectre baton”. C'est & partir de celui-ci que V'expert va enfin pouvoir effectuer I'analyse chimique
qualitative et quantitative du mélange étudié.

J
M. Tomczak - esial

(SIGNAUX (_L_)) EXEMPLES D'APPLICATIONS (42 ]

{ N
Domaine temporel

Mmplitude

Ethylbenzéne CgH1o

+ Chioroforme
L

T constante bobines
= supfaconductrices
B _ mesure
= g Ll
B_
=4 Teslas - L
——
Spectrométre _ n
excitation
L'utilisation de bobines

supraconductrices
permet de diminuer ie
niveau du bruit, mais
néanmoins, la mesure
reste trés bruitée.

10 us
Dans f'exemple choisi, la fréquence de Larmor est de |'ordre de 100 MHz, mais la largeur de bande utile
est bien plus réduite, c'est pourquoi la fréquence d'échantillonnage fe n'est que de 400 kHz. Avant de

passer dans le domaine spectral, le signal temporel, appelé signal de précession libre, peut subir
raEm_‘mEm traitements sur ordinateur (accumulations pour améliorer le RSB, filtrage, etc.).
Transformée de Fourier, Spectre, Corrélagon M. Tomczak - preed




. TABLE ILLUSTREE DE TRANSFORMEES DE FOURIER

x (1) X(f) I X (]
[ rect (¢t/T) T M‘f_ﬂ
1 nfT T
. =T sinc (fT)
-T2 o0 T2 a -
impulsion rectangulaire or
tri(¢/T) =Tsinc?(fT)
1 T
t
-r 0 T !
-1
impulsion triangulaire o T
e 4te(r) 1
! Z+j2nf

|
0 l/a
impulsion exponentielle

0 a/(21)

—1l/la 0 1/a
double exponentielle

2a 2/
a’+ Q2nf)?
1/a __:

0 a/(27)

ig()=cTt’

impulsion gaussicnne

ig(fr=emf’

e sin 2nf, ) e(t)

Inf, i

(@a+j2nf)*+ 2nfy)?

0V \/T
sinusoide amortic —fo ol fo=T"
a+j2nf
e M cos2nf,t)e(t)
fot) (@a+j2nf)* + (Q2nf,)?

v )
| '
! /\ !
: | P

cosinusoide amortie —Jo 0 fo=T

EXTRALT de “DE Coulon) : THEORE ET TRAITENEVT DES Sicwavy /



TABLE ILLUSTREE DE TRANSFORMEES DE FOURIER (suite)

x(1) X X ()
l (c™@T —e by e(n) l »
b-a (@+j2nf) (b +j2nf) (ab)
! f
of Py -
A
1 cos (2wf, 1) -rect (¢/A) '7" {smc [A(f+ )]
-3 A -

impulsion cosinusoidale

+sinc{a(f=£)]}

> . nt

DIED GRS Ll T X6

H=- 0 1 =-0°

t
=27 0 2T
signal périodique

1 . .
cos (2nfy 2) 5 [8(f+1f)+8(f-1)]

\A\

AV

xlgnal Losmus01dal

|

—fo 0 fo=T""

1 sin 2w f,t)
/\ Ny

\%r_l \ Jr=si

signal sinusoidal

L8 (4 =80~ 1))

N =
S
e

N[

—fo 0 fo=T"!

Arep p[2rect (2¢/T)

I —rect ¢/ T)]
\ T/2

-T 0

-

~1t

onde carrée

> X,6(f-n/T)

n

avece [ 3T'—l
X, = Asine (n/2) et o
0 T
,
24 pourm=121.+£5 ..
— mhn
2A

I+
~J

pour 1 =+ 3,
mh

X,; = 0 pour n nul ou pair

W pe cogiow



TABLE ILLUSTREE DE TRANSFORMEES DE FOURIER (suite)

x () X(f) 1X ()1
Arep plrect (t/a)] p X,8(f-n|T) avec
[ﬁA n AAIT
t
[l | n - Xn=14—ésinc(nA/T) 7
~-T -34034 T T
suite d'impulsions rectangulaires 0 -1 A

GT(')z,,.Z_of (t-nT)

b

-TOT

et —— -

N}'
e ™
i
""a

o T’
pecigne de Dirac
phm 5(f~1,)
By v
0 -
\_‘_/e =nfot o fo
-
1 1
! f
| - -
0 0
impulsion unité (Dirac)
1 . 1
i e (1) 36U)+j21rf
! 1
- i f
0 ol =
saut unité
‘ sgn (t)= _t___ __l__
1 p———— t| inf
!
o!
fonction signe
i K K& (f)
K
2 g
0 - o!

constante

N\ DL covon h



(STIGNAUX (_2.)) 2 Transt. do Laplacs, 6g. attt. (44 ) (SIGNAUX (_2._)) DEFINITIONS (45 )

s . ) (" On utilise aussi la TL monolatere (lorsqu'on se limite aux o
_ _z._-moUCO._.._OZ . i . — _ g signaux causals, les deux transformées sont identiques) : Lix()]1=X( vnb. (t Imnaﬁ
On a vu que lon pouvait calculer la TF de certains signaux a energie infinie au sens des) On dit que X i de x(1) &t 1 est l'original de X = 8)=Jx(t)e
distributions {constante, échelon, impuision, etc.). Cependant, certains signaux n’ont pas de TF n dit que X(s) est limag x(t) et que (1) est loriginal de X(s). 0
du tout (par exemple : x(1) = e!.1{t)). Pour pallier cette insuffisance, une transformée du méme type Lorsque le signal oo“.:vwonmacﬂwm mavc_wmwa (ou une “mm:m:_m:a d'ordre supérieur) en 0, il est
\ i istincti § taire :
a 616 développée par Laplace. nécessaire (cas Moﬂm atére) de faire une distinction mcbvn Mam: aire o+
(On verra que le calcul transformationnel est trés utile pour résoudre des équations ) P+TAC_H .—xmﬁvmlmaaﬁ L_[x(t)}= _.xﬁmvmimwaﬂ - F+?QZ+ TAO@I&QH
diftérentielles, ceci dans le cadre de I'analyse des systdmes (ainsi, il faut calculer une intégrale de o+ o o~
convolution pour déterminer la réponse forcée, il est alors intéressant de transformer I'équation Dans la pratique, on utilisera exclusivement la TL monolatére. Toutefois, et sans que cela ne
différentielle). Dans ce cas, il est avantageux d’employer la transt mée de Lapl (TL) plutdt remette ce point en cause, on raisonnera 3 partir de la TL bilatére dans le reste du chapitre, afin
que la TF, en particulier pour accéder aux régimes transitoires (la réponse fréquentielle est une notamment de souligner le paralléle avec la TF. . .
rmm_uo:wa permanente). B On vient de voir que Emwu.ﬁw + jw) est la TF de x(t)exp(-ot), muv_.".nho:m la TF inverse :
_ . : 1 . .
- \ (e = — [H(c+jm)e®dw - x(t) = — LG +jm)el0HNgg
DEFINITION : soit un signal x(t), non absolument sommable, mais pour lequel il existe un w=|8 wa|8
rée! « tel que le produit x(1).exp(-at) soit absolument sommable. On peut dés lors définir la TF de 1 +jeo h
ce produit. Soit alors un intervalle I tel que pourleréel o € Z: = .‘. xAmvmmﬂam (cel) TL inverse (formule de
+ ate 2n Mellin-Fourier)
00 - —Joo
[ re-otit <o On it ia TL H(s)do x(): x()=HE)= [x(eSdt J
—oo s est une variable complexe = ¢ + jo —e0 Remarque : H(s) TL bilatere vade  X1()= e2.1(t) et xNA_O =-¢2L.1(~1) ont la méme TL bilatere
rr TL bilatére 1 ﬁ sens que si I est précisé, exemple : Lixp(O]=Lxa(D)]= s mais I;=]2,+eo[ et Iy =]-o0,2[.
7 w
"Transformée de Laplace, Equations différentielles M. Tomczak - esial,. Transformée d& Laplace, Equatons différentielles M. Tomezak - esial

(SIGNAUX (_2_)) DEFINITIONS (46 (SIGNAUX (_Z_)) PROPRIETES de la T. de Laplace (47 )

(1| en résulte qu'un probléme, dans lequel interviennent des sommes et/ou dérivées de différents | (On présente ici quelques propriétés de la TL bilatére. Sila TF existe (i.e si 0 est dans I), les EouzmaL
signaux xq{t), X2(t), ..., Xn(t), ne pourra &tre résolu a l'aide des TL que si lntersection Z des correspondantes s'obtiennent en posant s = jo. Les différences avec le cas monolatére (a utiliser
intervalles 1, £2, ..., In associés est non vide. En général, on est confronté aux deux cas suivants : exclusivement pour des signaux causals) sont signalées.

-
Signaux absolument sommables : I est alors non vide car, notamment, ¢ = 0 appartient & ﬁ P _ w i v
tous les intervalles ;. Dans ce cas, on peut passer de la TL & la TF en faisant simplement s = joo: Linéarité : :mxﬁv + G%QZ - mxﬁmv + c—..ﬁmv (dém. évidente)
%\ L X(@)=HS) e 5 B =X(j0))yS -
| i (Convoiution :  L[x(t)* y(1)] = #(s).¥(s) ] taircém. )

Wm.u_._»:x causaux, de croissance au plus exponentielle (contre-exemple : exp(t2)} : Dans |
ce cas, si ¢ est suffisamment grand (2 o abscisse de convergence), la convergence de l'integrale :

0o L{x(t)]=sX(s)—x(0) =

Dérivation : Lo [x()]= sX(s)-x(0")

+o0
:xACmIQn TH = .:xﬁvmlaa _9 est assurée, et T est non vide, la borne sup des X, étant infinie Tn?v ()] =s"K(s) L_[%(t)] =sX(s)—x(07)
! (monolatere)
|os | oam le cadre de la TL I ! d'ambiguité face & (bilatere) (n) " nmie1 ) ot
n est ici clairement dans le cadre de la TL monolatére, et il n'y a alors pas d'ambiguité face a une e n —h _ n-1-1,Q0) nT
transformée X(s) qui possede un seul original causal. En revanche, ie passage direct entre TL et de fagon similaire : L{x ()]=57X(s) Mm x/(0%)
ﬁ.:u n'est possible que dans le cas précédent (sauf cas limites avec TF au sens des distributions). i=0
Notons, pour conclure, que dans la pratique courante, on calcule rarement explicitement une TL, on Démonstration dans le cas monolatére (n=1) :
utilise, d&s que possible, une Table de Transformée de Laplace. ) par parties - =
De méme, dans la plupart des cas, on est confronté a des TL sous forme de fractions rationnelles ; Lx(1)]= .?3%&&'173@&& 0~ ._.x@—lmml& _& =0-x(0)+sX(s)
bien que l'intégrale de Mellin-Fourier se calcule alors facilement 3 f'aide du théorame des résidus, 0 0
ﬁ on préiére décomposer les fractions rationnelles en éléments simples existant dans la Table. ﬁ %Asnlz_ =0 pour R{s} ¢ I, puisque dans ce cas _xﬁvo:m_ est sommable par hypothése)
t=+oo s
e -

Translorm&e & Laphace, Equatons Gilférentelles M. Tomczak - eial Tramskc & Laplace, Eqi a1 I M. Torzak - esial



(STIGNAUX (_Z_)) PROPRIETES dela T. de Laplace (_48 ] (SIGNAUX (_2._)) PROPRIETES de la T. de Laplace (_49 ]

' N e
t xAmv X1)(®) @u_,oacs par une exponentielle : Lix(t)e"3'}=H(s +a) ; aréel ou compiexe H
Intégration : L .‘.xaavaa =—— L) ._.xﬁavaa = {translation complexe) +oo +eo
- o® s Démonstration dans le cas bilatére : F_xgn —at _ = [x(te~st.e"dt= fx(e =(sta)t g
(bilatére) (monolatére) Qxﬁmv == 3 ==
Démonstration dans le cas monolatére : Dérivation complexe : Lix(t)}=——— s Lt ()]= (- C: Emv n=123,...
t t par parties ) X @ (multiplication par t)
L %lavna = % %NQKA estdt > ||o|a TAavna - ...—lnwcmp_ﬁc& =0~-0+— Démonstration dans le cas bilatere :
. L 400 +o00 +oo
- d2 dn
Lemaw]= ftoxwe stdt=(-n2 [ xO<—(e™ Jdt=(-D® | [xDe~d
Th. du retard : )= —ST _ = —sT 1 o
{systemes & retard, Lix(t -] =H(s)e Lix(t-.1(t-D]=X(s)e™", 120 == —e U7 ds® { .
translation temporelle) (bilatére) (monolatére) 1 G+]Jeo N
Démonstration dans le cas monolatére : v_.oa.m_qﬂ%%:_nmm%_w_mcx : _.TAO.%QZ = qu *.x?&..._ﬁw —Vv)dv
Lix(t-1).2(t-D]= [x(t-D10- e st d—="05e 5 [x(u)1(u)e " du=eF [x(we " du o-J=
-1 0 Démonstration dans le cas monolatére )
bt = , Ot ¥ t choisi a droite de
Changement d’échelle de temps : L _1 hmu . _ st 11 vt —st ou ¢ est ¢ a
x(at)]=~H = | ; aconstante >0 L{x(t).y0]= [x().ymestdt= fi=— [X(v)eVtdv y(t)e~*tdt toutes les singularités de X(v)
{utile en simulation par exemple) {x(at)] a % % 2nj & ums dans le plan de Laplace (voir
. m\u a+_.3 o Gtjee M»mnw A m_,ouMm du o:m:mma._w:»
i T - 9= 29 498 = 17 - (e ordre d'intégration, voir les
mmoﬁm ﬁﬂkmmﬂmmum L[x(at)]= .-. x(ae Stdt—2=2Ls ._. x(B)e a Y .Tawvm s'640 L{x(t). %3_ H._a .“—_.M?vmm y(t)e ~(—V)t %a<llma|..._wﬁ<v<ﬁm v)dv mﬂﬂﬂ@ﬂﬂﬂ faites en 1.27 sur la
) Transformée de Laplace, Equations mm. Tentielles M. Tomczak - nn._ ~ Transiormée Ge Laplace, Equations différentelies M. Tomczak - nnEL

(SIGNAUX (_2._)) PROPRIETES de la T. de Laplace (50 ] (SIGNAUX (__2_)) PROPRIETES de la T. de Laplace (51)

( s
400 # h
Th. de la somme : ?39 = lim H(s) = lim X(w), (0eX) muo_,a_uzos (signaux réels) : Lio Xy Aazuxﬁlmv.c@u
50 ®—0
+eoo Démonstration : on peut par exemple utiliser la iété de olution précédente :
Démonstration ; si .:xe_&Aao ie si 0eZ, on peut écrire : ...»Qv&u:nw 730-&% e peut par exemple utiiser a proprieté de convolution prececen’e
s>
= xX(~-1)* = —
De plus, 0 étant m_mz..m_.; de I, la TF existe, la deuxidme &galité en résulte _Bama_mamama exv\ﬁd x(-tyry(m)= Lo Xy (= Lx( DIy
+oo oo
Th. de la valeur finale : lim sR(s) = x(c0) silalimite 3 ol - - e —STdr= Sstgt= _
(romatons s 6gme To% )=X(2) Dotz @y (5)=¥(s). [x(-1)e T dr=4(s). [x(Destdt="¥(5)H(-s).
permanent L R s . et -
(i.e siles pdles de sK(s) sont & partie réelle <0) Remargue : la fonction d'intercorrélation de deux signaux est un signal non-causal, la transformée de
d Laplace monolatére n'est donc pas utilisable dans ce contexte.
Démonstration dans le cas monolatére : onsait: L _ sX(s)-x(0)= .Tlmﬁ x% dolt:
e _ )
_ —st ax . _ Périodisation : Soit x7{t) un signal obtenu par X(s
m__lﬂv—mxﬁv x(0)]= m__E .q e & H_._.ﬂ.o x()—x(0). T—périodisation & droite de x(t), signal causal LixT(t)]= ‘f
A support borné [y, to], avec T> 12 - ty. ]—¢g~ 8
Th. de ia valeur initiale :  1im s¥(s)= lim sX(s)=x(01), x(t) étant nul & gauche
(informations sur le régime g ye0 _.R )= §—yo0 ®)=x( ) x(®) 9 Démonstration :
transitoire)
()= Mx? =.3HVFT._,3_ Mx@«lsﬂm =X(s) M.wls.am
Démonstration : lim L{x(1)]= lim (sX(s)— onvvl lim ?Acol&% 0 =0
§—doo §—3o0 s B ﬁ )

ransio! Laplace, Equations Eiférentelles M. Tomczak - esial Transformée de Laplace, Eq &t Tles M. Tomczak - esial



(SIGNAUX (2] EXEMPLES (52

{Par calcul direct, ou, le cas échéant, en utilisant les propriétés précédentes, il est aisé d'établir les )
transformées de Laplace des signaux de référence :
Echelon ?Sz —Lam)=t wq =R{s}>0
S
impulsion (Lisw1=LIsmi=1 )
Rampe L ()= Liz0)= 7
Licos@gt.1(D)]= ———
Signaux ; $°+ M
:m_..suo:_n:mm Emuecﬁ.i&_ = H - g 0
$=Jj00 | Lfsinwot. 1 (D)= 5——7
s+ eO
) ) . :no.aEOZH?AmI.IEOV+ﬁAw+Sou
mais L[e/®@0t ] = L[e}®0t.1]= e&mgu - J J
J _._miaoaum.wﬁm.usoulm.mﬁm# Sow
ﬁ J\J J\J D

"Fransformée de Lapiace, Equalions dif férentelles M. Tomczak - esial

muﬁzmwcx B_ TL-1 (suite) - Equat. différentielles g

(On essaie de faire apparaitre des éléments simples de la forme de ceux présents dans la Table de )

TL, ou bien on utilise : —amqt (1~1 )
. . o oge Tmt
% oeit1(n) m_. -0 —.1(1)
s+a; (s+agp) (r-1!
“2n,
Pour ie reste, on utilise 2 .
e oL, cosw,t+ysinwgt). 1(t
la linéarité de la TL, ogs+By N (©n nt+y =Qv wA )
ainsi que le théoréme s2 +aps+by a2 Bo-— :m =
du retard pour traiter ®p = c:lM: Y=
les termes en exp(-s1). ©n
Résolution d’équations différentielles : g
fa TL permet la résolution d'équations différentielles linéaires et a coefficients constants.
Exemple :
3x+2x=3 ((1(t
L) _TL 3 sy = x(0))+ 2X(5) = > = X(5) = ———+ 3a
x(0)=a constante S s(3s+2) 3s+2
1 a _3 a2 TL"! 3 3\ ot
- X(s)= AN AT w yX(t)= |+Tuuvm 3
Am+|u Am+|u 2 s4Z 2 2
ﬁ L 3 3 3

p—
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TratsTormée de Laphce, Equavons diflérente

(SIGNAUX (C_2._)) INVERSION de la T. de Laplace

(" Dorénavani, sauf i le contraire st précisé, on se place dans le cadre de la TL monolatére g
{signaux causaux uniquement). La plupart du temps, les TL qu'on rencontrera seront sous la forme
de somme d'éiéments du type :

E .
C(s)= .M.ow%

X(s).e ST = ,Mo . e~ST ; m<n (inerie);
: Th, du retard
—_— .ol
Uﬁmvl.Maum c; et dj reels
i=0
[lJ\IIl\ )
décomposition en (systéme physique)
éléments simples

Si m 2 n, on commence par effectuer la division de fagon a faire apparaitre un polynéme en s plus
un terme de la forme précédente.
La décomposition en &léments simples dépend des pdles de X(s), i.e des zéros de D(s), qui
doivent donc &tre connus. Ceux-ci peuvent étre réels ou complexes, mais dans ce dernier cas, il
sont forcément accompagnés de leur conjugué (D(s) est & coefl. réels).
Par aifleurs, les poles peuvent étre simples ou multiples. Finalement, X(s) peut s'écrire
L . M T N

X(s)= ¥ il W Y Wa Cmg 3 NQ=m+m: + P termes - ples cpixes mult,

5+ai moig=l (s+am)¥ o185 +aps+by O

i=

rarissime !

=070 m=lg=lP T ml asll nT T
L pbles M poles réels N poles complexes
réels simples  d'ordre >1 et <1 conjugués simples

>
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"fransformée de Laplace, Equations difiérentelies
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(SIGNAUX (3. ) 3. Transf. en 2, &q. aux diff.

(55

r

[ INTRODUCTION : )
On a vu précédemment que la 1L, qui substitue & un signal a temps continu une fonction d'une
variable complexe s, posséde des propriétés intéressantes, notamment pour résoudre des
équations différentielles : substitution convolution / produit, opérateur analytique (dérivation)
remplacé par un opérateur algébrique (s). La Transformée en z est un outil analogue, développé
pour le traitement des signaux & temps discret, qui permet en particulier la résolution de I'équivalent
discret des équations différentielles, les équations aux différences.

\
(DEFINITION :

J
Soit un signal x(k) et un intervalie A = [Aq, 2] tel que, pour A& A, la somme

+co
M..x?&».l: converge. La Tz de x(k), fonction de la variable complexe 2, est alors définie
n=—co par:
At _ g At _ ‘g
Z[x(k)]=H@)= Tx(n)z™™ ; A sl ho Y| ZIx(k)}=X(2)= Y x(n)z ™™ ; 72k
n=—oo n=0
Tz bilatére Tz monolatére

La distinction entre les deux transformations n'est pas nécessaire si I'on se limite a I'analyse de
signaux causals. En pratique, X(z) se présente généralement sous la forme de fraction rationnelle

en z, dont les coefficients du développement X(z) = a + b z1 +c 22 + ... sont bien sir les valeurs
| numériques du signal x(k) : a = x(0), b = x(1), ¢ = x(2), etc.

7
Transformée en z, Equations aux différences M. Tomezak - esial

57)

(SIGNAUX (_3._)) PROPRIETES

Relation entre la Tz d’un signal discret et sa TF : _ \ ]
La TF est donc la Tz, calculée pour z appartenant au cercle unité. X(w)= xANv_ane

Linéarité : Z[ax(k) + by (k)] = al(z) + b¥(z)

Convolution : +oa

Zix(kxy(k)l= X

n=—oc| M==—00

+oo +oo .
= Yx(mz ™ Tyiz"  =Kz)¥(z)

+oo oo +oo
MxAvaA:lel:uMMxAvansw?..BvNaun

n=—co=—o0

m=—oo j=—oo
' 4o I
Translation: Z{x(k+m)]=z™ T x(n+m)z ("M =zMH(z) 71 peut étre
n=—co assimilé & un
+oo opérateur
Zix(k-m)]=z"™ ¥ x(n- BVNA_TEV =72"MH(z) retard.
n=—oco
Monolatére = oo . m-1 .
(signal causal): Z[Xyym]=2™ ¥ Xpemz T =2 T x;z7 =27 X(2)- ¥ Xz
n=0 i=m i=0
4o doo o )
Zxg-ml=2"" S Xpemz BM =z Txiz7 =2 Yz =27 MX(2)
n=0 i=-m i=0

M, Tonxzak - esial

(SIGNAUX (3. D) EXEMPLES (56 )
' +8 ~ J
Impulsion: x(k)=8(k-m)—>R(z)= Y 8(n-m)z " =2"T; A=]0,+eo[

n=—oo
400
en paticulier : x(k)=3(k) > R(z)= Y.8(n)z " =20=1
nN=—co
. N )
Echelon : x(k)=1(k)>R@)= Y1)z "= Yz " =—707; A=]leo
= 00 n=0 -z
oo 0o o0 n-1 = 4
Rampe: x(k)=r(k) 5 K@= Tr(mz "= Tnz™" =771 Y =ANLV =zt D ln_cAN..J
n=-oo n=0 n=0 n=04z
qad S g 1 d (1 u 7
= —_— = = s A =]l
z dz~! uMu..ou z aun;M|NL A_INLVM L=l
Signal exponentiel :  x(k)=ak.1(K) >Rz = Yotz 0= ¥ (0z!) =—— 1 A=Jale
n=0 . n=0 1-oz
_ a0k - 1 - _..Nn_nomso +jz” " sinwg _FNmoomAeoE.iquﬁxﬁx
ﬁxec ) 1~ HE) 1-e/®0771 Htmul_oomEo.lew ” Zfsin(wok).1(k)]= S{H(2)}

Transformae en z, Equations aux différences M. Tomczak - esial
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Foo Foo —
N?wxw_u Y atxz = ManuLNV ? =R(a"lz)

N=—o0 n=-—oc

(SIGNAUX (_3_)) PROPRIETES

r—

Multiplication par ak :

Différence : ZIxy - xg—1 1= Z[Axg ] = H(z) - Wz =(1- 7 HHz)
de méme : Z{A™xy ]=(1-2"1)™H(z) Z[Vxi )= Uxgs - xx]1= (2= DR(2)

|~ . N
ZUV™x, 1=(z-1)™K(z) NB., en monolatére : N?ExﬁniucaxANleEM (z-1nm-i-lyix,
i=0

Somme (cas monolatére) :
k

k-1 K k
Zlyg = Zxpl=Z[xk]+Zlyg1 = S xg)= X(2)+271Z[ Tx,] dou: Z[ Txy)= _LxS
n=0 n=0 n=0 n=0 1-z

xg = lim #(z) si la fimite existe

Valeur initiale (signal causal) :
Z—>oo

-\

+oo +o0
Valeur finale : LUxl=K2z)= ¥ xz K N?T:uNLx@n b xwLNLn

400 k=—oo k=woo

Y xwulr - ¥ xwLN..w uCuvaxANv En prenant la limite des 2 membres guand z tend vers 1 :

k=—oo Lo, k=—oo
_ =x ~x = lim(l-z"! do: i = lim(1-z 1)K
X — Xkoi )= Koo = X—oo = lim{1~2z olt: lim x im ( (z)
s I

~1yH(z) sont tous de module <1

M. Tomczak - esial

si X_.. = O (vrai pour un signal causal) et si les péles enz de (1-z




(SIGNAUX (3. D) PROPRIETES (59)

(
Dérivation complexe : sachant que les dérivées de K(z) convergent dans la méme région ) |

que H(z),ona: 4oo oo
QMANV = M..AlsvxnslaL - Ynxyz " =Zkxg]= ..NQ-MANNV
z

nN=—o n=-—co

m
plus généralement : Z[kMx) ] = INMQM K(z)
\

[ Convolution complexe : on montrs que

Zxyykl= lem_.%niﬁs:?-wv%

Le contour C doit &tre choisi dans lintersection des régions de convergence de ¥(v) et R(z/v).

Déroulement rétrograde : Lx_y1= Kz~

a-—>b a—b

To_.a_u:o: : Zidyy (0)]= @y (2)=H"(1/ z )Y wu
Ta_sn 7 1im x(k,a)]= Lim x?mu
L

J
"Transiormée en z, Equalions aux diflérences M. Torczak - esial

ﬁm:wZ}GN H- Transformée en z inverse a

—

(— La méthode dinversion précédente donne accés aux valeurs numériques mais ne permet pas en L
général d’établir l'expression analytique du signal original. Elle s'avére toutefois bien adaptée
au traitement sur calculateur : i n

ag+ajz-
Si X(z) est de la forme : 077

+...+apz”
1+byz L4 +bz™™

Ona: ag+az M..+apz M =(1+ byz 4. +bpz M)(xg +xz7 4

_n W W
ﬁo.oc ”waMcmxrlexx+M_umxxlmgsuxxﬂmwl Mvmxwlw%mow_nvzndxvauo
i=0 i=1 i=1

([ Relation de récurrence : h

On peut aussi poser X(z) = ?ﬁ\mﬁz.c@ m<mac3u;mﬂm::_‘m.‘c:ma_mzo:amﬂmoc:m:nm
entre x(k) et u(k), on obtient alors les x(k) en posant u(k) = §Kk). Exemple :

4 - = En identifiant comme précédemment
X@)= -0, mA.CAva - X(2)(z~0,5)=2U(2) suivant les puissances de z, il vient :

Xk = 0,5X 1 + Uy et X} =0,5xy_y +8 (relation de récurrence)

dou:xg=1; x1=0,5; X2 =0,52 ;... xx =0,5%
Remarque : en pratique, on ne procéde pas a ldentification, mais on utilise le théoréme du retard :
| ﬁ X(z)(z-9,5)=zU(z) —» X(z)-0,52"1X(z) = U(z) do: X =0,5%_1 +uy

Translonmée en z, Equalions aux giiferences

m—)
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(SIGNAUX (C 3. ) Transformée en z inverse E

r

décomposi

(A l'aide du théoreme de Cauchy, on peut établir 'expression de la Tzinverse : 4 g

1 — Le contour fermé C doit entourer Porigine du plan des z
x(k)= J%OENvNW ldz § dans le sens positif et étre dans la &%o: de convergence
NE (i.e entourer les singuiarités de zk-1H(z)).

Bien que cette intégrale se calcule en général facilement par la méthode des résidus, on I'utilise
peu fréquemment. D'autres techniques permettent d'effectuer l'inversion, en particulier la
on en éléments simples. On passe & présent en revue ceraines d’entre elles,
L mais en se limitant délibérément au cas de la Tz monolatére (et donc de signaux causals).

(Développement par division :

25z 22 -62+8 X(2) 22 -5z
2 P=72 6148
-22 +6z-8 _+N|~INN|NINON|w... NN -6z+8
z—38
ln+a|wnL
-2-8z71
+2-12271 +16272 x(0)=1, x(D =1, x(2)=-2, x(3)=-20, ...
~20z" ! +16272
L

Lorsque X(z) se présente sous la forme d'une fraction rationnelle, ce qui est le cas le plus
fréquent en pratique, on peut effectuer la division suivant les puissances croissantes de z-1. Les
coefficients de la série en 1 obtenue sont les valeurs du signat x{k). Exemple :

Transformée en z, Equations aux différences

>
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(SIGNAUX (__3._)) Transformée en z inverse (62 ]

p

Décomposition en éléments simples : )
Le principe est exactement le méme que pour la TL, on cherche des éléments simples présents
dans ia Table de Tz, ou bien on peut utiliser le tableau suivant :

Poles de X(z) Elément simple Original x(k) (k 2 0) )
réel simple Z 1 K
. -1 p
Z)=p z—p 1-pz
réel double zp nN.._ Lok
. 2 _1\2
Z1=23=p (z-p) ?IMN J P
complexes conjugués 2z-0) _ 1-oz~} ‘
o i 102" 37 e Taa2 | P cosk®)
Nrmnaﬁmnnnu_ (z—a)“+p° p°—-20z" " +z .
~1
a=pcos® ; B=psind zp - Pz oK sin(k8)

L AN|Qv~+uN nNINQ.NL +772
Remarques : I'examen de ce tableau montre qu'il est souvent judicieux de décomposer X(z)/z
{lorsqu'on travaille en puissances de z positives). Par ailleurs, de méme que pour fa TL, on

L utilise la lindarité de la Tz ainsi que le théoréme du retard.

Transformée en z, Eql aux dif
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(SIGNAUX (3. ) Equations aux différences (63 ]

De méme que fa TL dans le cas des équations différentielles, la Tz permet de résoudre les ) )
équations aux différences linéaires a coefficients constants. Exemple :

Xieh1 + 2% = 1 3 X0 =1 2X(D)- 230 +2K (@) = =2

z z 1270 2 7! 1
=t —+ =

(z-D(z+2) z+2 31-z7' 314227 142z

Soit: X(z)=

D'oll: Xk "WHRI~+WAINV_T—.H_T~+A|Nv_n.fn ;Xp=-15;%x2=3; ..
| -

;
Remarque : lorsque 'équation se présente avec des indices < k, il faut utiliser une version
modifiée du théoreme du retard monolatére (voir p.40), de fagon & pouvoir prendre en
compte les conditions initiales :

oo +oo . -1 . m :
Z{xgpl=z ™ % xalaule...av =720 T xz i =2 B X@+ Txz |=z7"XK @)+ Tx 2"

n=0 i=—m i=—m i=1
Exemple:  Xp+2%g_1 =1 ; X.= ~|H.le:v+~ﬁ-_x3+r:u}
-2
. 11 .2 1 2 1. 4, .k
Soit: X(z)= + - Doll: Xy ==l ——(-2)*1r ; xp=-1; x3=3;.
i @= 31T 3521 19227 k=313 2k 5 %0 !
- . —

en z, Eq aux dif M. Tomezak - esial



(SIGNAUX (% ))s. sienaAUX EcHANTILLONNES (64 | (SIGNAUX (_4._)) NUMERISATION DE SIGNAUX  (_65 ]

f INTRODUCTION ) f {Schéma de principe d’un systéme de traitement numérique de signaux analogiques ) )

Jusqu'a présent, on a distingué les signaux & temps continu des signaux & temps discret. Bien ) x(t ° raitement °(k . t

que ces derniers puissent étre d'origines diverses (signaux intrinséquement discrets, séries FOO.anmmmc_. x Gnv\ numérique y( v\ Convertisseur lMpV
chronologiques, etc.), la plupart sont obtenus par échantillonnage, c'est & dire prélévement AN (CAN) Tioroos T N/A (CNA)

régulier ou non de valeurs ponctuelles (échantillons), de signaux continus. ) - w e ¥

' ~

Le cas le plus fréquent, et celui qui nous intéresse, est celui de I'échantillonnage régulier ou 4 , < S~ 4 . ~
périodique, l'intervalle de temps entre échantillons successifs noté Te (ou T) est appele période xt) < X (kTe) x(1) > oK) yoK / y (KTe) S e

ou pas d’échantillonnage. ) [echantiion. |s| Memonisation | | fquantification Y I plocage exirapolation I
! ’ analogique et codage impuisionnel ou interpolation

[1'échantillonnage constitue en fait une étape du processus de numérisation de m.m:mch

d < " port ? (e CAN fait correspondre au signal analogique x({) une suite de nombres x°(k) (signal
analogiques mnum_m_ooaga_o: analogique / numérique (A7 N). Une telle opération est numérique) généralement codés sous forme binaire. Chaque nombre correspond a I'amplitude
nécessaire dés que l'on souhaite traiter des signaux analogiques & l'aide d'un dispositif numérique x'(kTe) d'un échantillon du signal prélevé & linstant d’échantillonnage kTe (signal
(ordinateur, processeur de traitement du signal, etc.).

échantillonné). L'obtention de ce nombre n'étant pas immédiate, on procéde couramment & une

Le signal numérique obtenu a l'issue de ce traitement doit souvent étre transformé 4 nouveau en mémorisation de la valeur analogique (on parle aussi de blocage ou maintien) entre deux
Tﬁ:m_ analogique, on parle alors de conversion numérique / analogique (N / A). préldvements successits. Bien gue, du fait de la nature analogique de X(t), les échantillons x'(kTe)
———— puissent prendre une infinité de valeurs, le signal numérique x°(k) aura la plus proche valeur tirée

d'un assortiment fini de valeurs discrétes : c'est la quantification, un signal numérique est donc

d ' v ~ n - n I \
Lorsqu'un signal est échantilionné, a lisu de savoir si cette transformation doit &tre réversible |2 Ia fois & temps et & amplitude discrets. Le plus souvent, la quantification est unitorme.

ou non. Or, bien gue possible en @, la reconstitution {ou la reconstruction) parfaite d'un
signal est soumise & certaines conditions, impossibles & vérifier en pratique. Ce probléme est
connu sous le nom de théoréme d’échantillonnage ou de Shannon.

(Tors de 12 CNA, 1a suite de nombres y°(K) est tout dabord transformée en une suite d'échantillons
y'(kTe) & amplitudes discrétes (cette opération de transformation nombre/amplitude est
On verra dans un chapitre ultérieur comment la distorsion et la perte d'information liées & modélisée par un blocage impulsionnel comparable & un échantillonnage), puis le signal de sortie
Féchantillonnage peuvent étre limitées & un niveau acceptable par un choix judicieux de Te et est ouwm:c par une oﬂnmm.m._ozxm mxna_nwo_w.A_O: ou a.:ﬁwt%&%“ m:mmm _MM m%Jmmw____o:m. _% v_:m.
et A . souvent, on se contente d'un extrapolateur (ou blogueur) d’or , réalisé en maintenan
L ﬁvm_. l'utlisation de filtres anti-repliement et de systémes de reconstruction adéquats. simplement y'(kTe) constant pendant la conversion, sutvi éventuellement d'un filtre de lissage.
—
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(SIGNAUX (_4. )] NUMERISATION (suite) (66) (SIGNAUX (_2_)) CONVERTISSEURS AN (67 ]

ECHANTILLONNAGE MEMORISATION QUANTIFICATION g On distingue généralement 3 gammes de CAN, suivant leur rapidité, mesurée par le temps de h
(régulier) (analogique) {uniforme) conversion i - les irés rapides (tc de 1 & 2 ps), les rapides (tc de 10 & 100 us) et les convertisseurs a
. Impulsions de durée A Blocage de la valeur Approximation discréte 9 intégration (t; de 20 & 40 ms). En général, plus la conversion est rapide, pius le prix est élevé ! Parmi
! de forme géterminge | des impulsions oo - desvdlewrs TT T a les différents types de CAN (a pondération, & double pente, tensiorviréquence, etc.), le plus courant
R ] est le convertisseur rapide & dent de scie ou & rampe : <
o - : A
T D DO N S A (U i A s (start) Dispositif f (fin) u
] PR N N JRNE N S SN AN SUN S » maxfp--=<==-=-=-=-=°r-
Lo U U D généra- de contrdle \A
v A -teur de
- s s e tonsion [
VT, 2T, - I T, 2T, - 5T, 2T, - t
L'opération de quantification {uniforme ou non) est une transformation non-linéaire. Sans entrer I\/l vm.Mo:_m
dans des considérations de bruit de quantification (modele stochastique des erreurs introduites par e
la conversion A/N), on peut tout de méme calculer l'erreur relative théorique de quantification eq.
Pour simplifier, on suppose le pas de quantification g = 1 et on considére un signal analogique x(t) c te
représenté par la grandeur D & valeurs entiéres : ompteur
Dy La valeur maximale de D doit correspondre & la valeur maximale
Dmax que peut prendre le signal analogique dans les cas extrémes de
fonctionnement. L. ~ . t
Ax 1 1 générateur d’impulsions »
g = "5 5 7 r =nombre de bits utilisés pour coder D La tension U en rampe est comparée A la tension X’ & convertir : e = 1 tant que x' > U et passe & 0 dés
Xmax max 2 -1 que U > X. Le signal logique ¢ = 1 pendant le temps de conversion. Si e est a 1, la porte ET laisse
: ) : T alors passer les impulsions d'horloge qui sont ensuite décomptées. Le processus est surveillé par un
En pralique, on s'arrange pour avoir une quantification dispositif de contrdle, qui regoit 'impulsion de départ s du bloc de contréle de I'entrée analogique et lui
suffisamment fine pour pouvoir négliger I'efreur introduite et le ' . " ! : . 2 : J "
X caractare non-linéaire. Dans ce cas, on peut poser X(kTe) = X°(k) délivre l'impulsion de fin f lorsque U atteint la valeur maximale. |l est & noter que le signal a convertir
L ot ' - O peut po & " i ) | est supposé constant ou en tout cas varier moins que le pas de quantification q pendant la conversion. )

Signaux Zchanullonnés M. Tomezak - csial Signaux échant lonnés M. Tomczak - esial



(SIGNAUX (_2_)) CONVERTISSEURS NA (68)

r

La conversion N/A est toujours liée 3 une mémorisation (extrapolation d'ordre 0) qui est )
généralement réalisée au niveau numérique (registre tampon de la sortie analogique). Lorsqu'une
reconstruction plus élaborée (interpolation) est réalisée, elle s'sffectue numériquement et le blogueur
d'ordre 0 de sortie est alors sollicité a une fréquence plus élevée (suréchantillonnage). Dans tous les
cas, le bloqueur d'ordre O (c'est a dire en fait le convertisseur) peut étre suivi d'un filtre de lissage
analogique afin d'atténuer les hautes fréquences indésirables (variation par gradins du signal
analogi :mw Il existe pratiquement un seul type de CNA, le convertisseur a entrées pondérées (ici &
réseau ), dont le schéma de principe est le suivant :

2
R R R R R R R

R 2R 2R 2R 2R 2R 2R 2R
>
8 7 = 6 5 4 3 2 i
Bnsion Les interrupteurs sont commandés par les bits de y°. Si
tous les bits sont & 0, la tension de sortie y est2 0 ;
R

V-y

R ]
S - .. y \'
Si le bit V Sy =sp Y sy
de poids o stc.. " 2R 2R 2
1est R 2R ® R R jusqua: Si le bit de
seulat: poids 2 est y= v el
v seulal: 47

Signaux échantillonnés M. Tomczak - esial

(SIGNAUX (_4_)) TYPES D'ECHANTILLONNAGE (70)

(7= B 3 .
(Echantillonnage avec moyennage : aussi petite que soit la durée A, ce n'est pas x(kTe) qui est
numérisé, mais une certaine fonction de x() entre les instants kTe - A et kTe. Une bonne

approximation est obtenue en supposant gue le signal x(t) est filtré au préalable & Y'aide d'un circu
| moyenneur (moyenne sur durée A), et que e(t) est un peigne de Dirac.

(Echantillonnage Idéal :

Enfin, I'échantillonnage idéal (ou de Dirac), moins réaliste, mais bien plus commode sur le plan de
I'analyse des signaux et des systemes échantillonnés, consiste a envisager les impulsions comme des
impulsions de Dirac. Celte approximation de la réalité suppose que la durée A << Te. La fonction

d'échantillonnage est donc un peigne de Dirac :

+oo +oo 400
nﬁvumﬁasu >8(1—kTe) x()=x(.e(t)= Tx(®(t-kT)= I x(kT)d(t-kT,
k=—00(0) k=—oo kz=—oo
Un signal échantilionné idéalisé est donc un train d’impuisions modulées en amplitude par
signal continu. Dans ce cas, la mesure de l'impulsion, qui est la valeur & numériser, est bien égale &

valeur du signal analogique & l'instant d'échantillonnage. Dés lors, si I'on néglige la quantification,
mmwam_ numérisé est constitué des valeurs numériques du signal analogique aux instants
d

b .
chantillonnage ﬁxa k)=x(T.)= xcnﬂob

Remarque : Un probléme peut alors se poser lorsque le signal x(t) présente une discontinuité
linstant d'échantillonnage kTe. On convient dans ce cas que la valeur échantillonnée est celle juste

aprés la discontinité : x'(kTe) = x(kTe + €).

\

\.
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(SIGNAUX (_4_) TYPES D’ECHANTILLONNAGE (69 )

D'aprés ce qui précéde, un signai Zchantilfonné est constitue physiquement par une suite reguliere

d'impulsions, ol chaque impulsion indique la valeur, durant un court laps de temps, du signal
analogique. Suivant le cas, cette valeur est fournie soit par la hauteur de I'impulsion (c'est le cas
dans les schémas précédents, et du reste c'est le plus fréquent), soit également par sa durée ou sa
position par rapport & une référence.

Dans le premier cas, on parle d'échantillonnage par multiplication, dont le principe est résumé sur
le schéma suivant. Les impulsions sont de durée constante A < Te. Le signal est multiplié par une

fonction d'échantillonnage e(t) et le résultat est éventuellement mis en forme & I'aide d'un dispositif G.

Modele général d’'un échantillonneur

x(t) G xX'(t)

ﬂ

Suivant la forme de la fonction d'échantilionnage
et le type de mise en forme, on obtient ditférents
types d'dchantillonnage. En pratique,
'échantillonneur est constitué d'un interrupteur
analogique commandé par un signal logique.

e(t)

Echantillonnage réel périodique : e(t) est une suite périodique, de période Te.
d'impulsions rectangulaires d'amplitude 1 et de durée A, et le dispositif G est un 4 4
passe-tout (court-circuit). L'échantillonneur est donc un simple interrupteur ,
périodique. La conversion doit alors avoir lieu pendant I'échantilionnage ce qui
suppose que le signal varie peu durant celui-ci. Le respect de cette derniére

A

contrainte peut imposer des temps de conversion exagérément courts. En @

2
X
revanche, ce systdme peut étre utilisé lorsque I'échantillonnage n'est pas suivi e
d'une numérisation (ex. : multiplexage tempore! d'impulsions). I\*\
récédemment, le dispositif G est un élément de maintien ou bloqueur d'ordre 0. |y H g

X
Echantillonnage avec maintien : la fonction e(t) est la méme que
‘échantillonneur est donc ici en fait un échantillonneur-blogueur. C'est le H_H x

systéme le plus couramment employé. Le signal & convertir étant bloqué, la
seule contrainte sur t¢ est la valeur de la période d'échantillonnage.
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(SIGNAUX (__4._)) Transf. des signaux échantillonnés E

("Pour parfaire notre connaissance des signaux échantillonnés idéalisés, il nous reste a étudier leur )
différentes transformées, ainsi que les liens avec les transformées des signaux continus et discrets.

(Liens entre les transformées en z de x°(k), X’(t) et x(t) :
La quantification étant négligée, et 'échantilionnage étant idéal, on a x°(k) = x'(kTe) = x'(k) = x(kTe), et
par conséquent, d'aprés la définition de la Tz, il est clair, que du point de vue mathématique, on peut

\

confondre leur transformée respective : #(2)=R(@)=4

Liens entre les transformées de Fourier de x°(k) et x'(t) :

De méme, d'aprés la définition de la TF d'un signal discret, on a immédiatement : Xeo(f)=X (f)
En conséquence, fa TF d'un signal échantillonné idéalisé est périadique.

(Lien avec la transformée de Fourier de x(t) : R

+o0 +co
X ()= FIx(1).5T, 37%?%99 .avuuaw T X(f-m)=fe TX(E-nfe)
0 0

€ n=—co n=-—o0

Ainsi, le spectre du signal échantilionné est-il obtenu par périodisation du spectre du signal
d'origine. Ceci a des conséguences importantes : si le signal n'est pas & support spectral borné, des
recouvrements spectraux interviendront inévitablement, entrainant une perte d’information.
Lorsque le support spectral est borné, le théoreme de Shannon fixe la fréquence d'échantillonnage
minimale évitant tout recouvrement spectral. Ainsi, s'il s'agit d'un signal basse fréquence de fréquence

maximale fmay, on doit avoir fg > 2fmax :

st moIwavamx

M. Tomezak - esiat




(SIGNAUX (4. ) Transf. des signaux échantillonnés E (SIGNAUX (4. ) systemes échantilionnés H

[ En pratique, les mcwuonm spectraux ne sont jamais bornés, et il faut procéder & un préfittrage ) Le bloqueur impuisionnel introduit précédemment permet de modéliser une opération en quelque A
m_..M %nwnum.% signal %m:: n_o __a..m«._u_@m _.wno~:<_.o.__._m:~m ﬁ_me_ a h __8n__M3m:"v. ériodisation du spect sorte paralléle & cefle de 'échantillonnage, c'est & dire la transformation d'un signal numérique en train
. que dans le cas des aulres lypes d'échantillonnage, la periodisation du spectre d'impulsions modulées. Finalement, un systéme de traitement numérique de signaux analogiques
%Woﬂ%.wuzo %QMM_.%_MMME% n@vr_-mnnwm Amw.m.wv_._w%.ou wvon»q..m_om. peut étre envisagé comme un systéme soumis en entrée 2 un train d'impulsions, et fourni t
problémes seront abordés de fagon plus approlondie ulteneuremen m_..amo%_o n_: train m.::%:_w_o:m également, ce dernier étant ensuite “reconstruit’, généralement &
- Vaide d'un ueur d'ordre 0 :
Lien entre les transformées de Laplace de Xx’(t) et x(t) : G+jeo ) od
1
D'apras une propriété dela TLvue au §2,0na: Lx(1).57 D}1=— |R(V).AT. (s-v)dv , TRAITEMENT NUMER. ,
: [x(t) m.H.o ] 2 ._. ) Te x(t) / xX(kTg) filtrage, algorithme de y°(k) "y (kT)| Blogueurou | y(t)
G=joo —_— ST —  filtrede  [——3»
régulation, stockage, :
] e 270 échantillonneur transmission, etc. _Bu_.wm.“_m:_. ol reconstruction
A l'aide du théoréme des résidus, on peut en déduire : Ris)=— T Hs—j=— puisionn
Cette relation découle également directement de la TF, Te pee o T,
r_u:_mnc on a affaire wlnmm _a._m-.:c:eo:m. Dans un tel contexte, on parle alors de systémes échantillonnés. Leur analyse peut s'effectuer &
{'aide de la Transformée de Laplace, celle-ci &tant définie pour des signaux échantillonnés, mais il est
(Lien entre la transformée de Laplace de x'(t) et H(z) : ) J._m: plus commode d'employer la Transformée en z. Ce faisant, on se prive toutefois d'une partie de
finformation, en effet, la Tz est au départ adaptée aux signaux discrets. Ainsi, la modélisation obtenue
+o0 o0 +eo est-elle parfois qualifiée de “stroboscopique”, car on n'a accés qu'aux instants d'échantillonnage. Une
Hs)=Lx(t). Y8(t-nTe)|=L X x(nT)8(t—nT)|= Mx?.ﬂnu.mmﬁl 5,«& autre solution consiste & utiliser la Transformée en z modifiée, mais celle-ci se révéle dun usage
gl oo s peu pratique.
+oo Remarque : la réalité est en fait un peu plus complexe que ce qui a été décrit dans ce paragraphe 4.
- M (nT, volnﬂom - xANv_ T Ainsi, on trouve par exemple des dispositifs de “deglitch” en sortie des CNA destinés & filtrer les
= X(nle = z=e° parasites de commutation dus au synchronisme approximatif des interrupteurs. De méme, le schéma
n=—co récédent doit en réalité étre modifié de fagon & faire apparaitre le filtre anti-repliement en amont de
T.m TL d'un signal échantillonné idéalisé est égale & la Tz du signal évaluée pour z = exp(sTe). echantillonneur.
J .
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