(Applications CI)) cOMMANDE ANALOGIQUE (1) (Applications CI_))cde en Boucle Fermée, généralités (2)

On se propose, dans ce chapitre, d'introduire quelques notions de base sur fe probléme de la) (La commande en Boucle Fermée (“feedback control’) consiste a mesurer la variable de sortie pour )
commande analogique de systémes til mon jables. En particulier, on va s'intéresser a la ajuster la variable de commande. Exemple : régulation de la température d'un four.

commande 4 base de régulateurs de type Proportionnel Intégral Dérivé (PID). ! Pertes thermiques

La commande PID a une grande imporiance sur le plan historique, mais aussi sur le plan pratique, car «u

m..mmoao. encore de nos jours, dans la plupart des installations industrielles automatisees (actuellement, * souhaitée Tension Résistance  réelle du four

| g'agit pour une grande part de Pl numériques, mais le principe reste le méme). Son succés ||||x||' Thermostat " chaufiante Four m

s'explique par son importance historique, mais aussi par sa simplicité (facile & implanter, sous forme
électronique ou logicielle, facile & comprendre, donc & maintenir et i régler) et son efficacité dans de

nombreux cas. Toutefois, il ne faut pas perdre de vue le fait qu'il est mal adapté dans certaines m_Tension Thermocouple

situations (systémes & retard important, & non-minimum de phase, oscillants, ...). 1 mesurée

Que ce soit en analogique ou en numérique, la théorie moderne de la commande, basée sur 5 .

Iutilisation de la représentation d'étal des systémes, va bien au dela de la commande PID. Elle offre un o Bruitde mesure

éventail de stratégies différentes, plus complexes, mais plus performantes, et adaptées aux situations La température réelle du four est régulée par rapport & une référence. Si la t° mesurée, qui est une
problématiques que I'on peut rencontrer, tout en prenant en compte le cas des systémes multivariables tension approximativement proportionnelle & la t° réells, est inférieure & la t° souhaitée, le thermostat va
et la présence de bruit. La commande modeme sort donc du cadre de ce cours, dans lequel on se ajuster & la hausse la tension d'alimentation de la résistance chauffante, et vice versa. Ainsi,
contente d'explorer les concepts de base, qui plus est, du point de vue monovariable uniquement. contrairement & ce qui se passe en boucle ouverte, la commande en boucte fermée permet de lutter
Définitions : contre I'effet néfaste des perturbations. En fait, comme MS le <m:‘w Mmzwm __m suite, I'intérét du bouclage
La commande (“control” en anglais) d'un systdme vise en premier lieu & amener une variable de est multiple. L'exemple précédent nous conduit au schéma fonctionnel général suivant !
l'installation autour d'une valeur donnée appelée consigne. Source de perturbation

On distingue la commande manuelle, avec intervention humaine. Exemples : on cherche a conduire un puissance

véhicule vers une destination donnée en toute sécurité, ou & régler la température de la douche & une erreur T

tompéralure de confort. Et la commande automatique, assurée 2 l'aide d'appareillages. Exemples : consigne o\ écart commande "

régulation de température d'une piéce pilotée par un thermostat, régulation de la vitesse de rotation d'un - 4 < E Imll.l.v?ﬂ,o::mc_‘ I Processus

moteur en charge a l'aide d'un régulateur de vitesse, etc. L~ RéguiaieUr

La commande en Boucle Ouverte consiste & ajuster le signal de commande sans tenir compte de la e INSTALLATION

mesure du signal de sortie. Exemples : positionner a priori les robinets d'eau chaude et d'eau froide comparateur m mesure

pour préparer le bain, régler a priori la temporisation du grille-pain. Le résultat est tributaire de certains Totour

ramaires non maitrisés (perturbations) comme la constance de la t° de I'sau chaude, I'épaisseur ou
( 'humidité de la tranche de pain, etc. _J D,
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pplications (_1__)) Cde en BF, généralités (suite) (3) (Applications (L)) Cde en BF, généralités (suite) (4)

ommentiaires - hér . . ) (Le bruit constitue une perturbation particuligre, qui peut étre prise en compte si ses caractéristiques |

Le signal de consigne, ou de rétérence, doit étre de méme nature que le signal de retour, en général il statistiques sont connues, mais cefa suppose de recourir & une stratégie de commande stochastique. Si
s'agit d'une grandeur électrique, qui peut étre oblenue & l'aide d'un transducteur (ex. : potentiométre) : le Rapport Signal sur Bruit est suffisamment élevé, on peut négliger le bruit et se contenter d'une
x o Il n‘est pas rare que les FT du transducteur et du commande déterministe. Un exemple courant de bruit affectant les systémes de commande est celui

H + vNo é capteur soient identiques F(s) = I@..mc.n:m_ cas, on engendré par le milieu de mesure.
- d est B_.:m&m w un wﬁaam a retour unitaire : L'indication de la valeur de sortie, et donc le maﬂm_ d'erreur, dépendent directement du comportement
transducteur m  capteur H _ -_n rrect _ > statique et dynamique du capteur, celui-ci influe, par conséquent, de facon déterminante sur les
i i (s) omecteur performances du systéme automatisé. Dans de nombreux cas pratiques, la FT du capteur est du type
y 1er ou 2 &me ordre, mais, si les constantes de temps du capteur sont petites par rapport aux autres

constantes de temps du systdme automatique, on est ramené a un simple gain. Exemples :

Le régulateur a pour objet d'élaborer un signal de commande adéquat & partir du signal d'erreur ou thermocouple (2¢ ordre apériodique), dynamo tachymétrique (gain Ky).

écart de réglage, qu'il tente dannuler. L'écart est obtenu par comparaison de la consigne avec la

sortie ou une mesure de la sortie. Le régulateur, appelé aussi Objectifs de la commande en boucle fermée :
Fre— +I¢ T correcteur, peut avoir une structure oAijuster le signal de commande de maniére & annuler I'écart entre consigne et sortie (précision).
E 9.9 E plus complexe, en particulier, il peut o Stabiliser un systéme instable en Boucle Ouverte (ex. : navire soumis au courant), ou simplement
- | agir directement sur la mesure au garantir un bon amortissement du systéme bouclé (stabilité).

lieu de l'erreur. Une telle structure

| . ] E de régulateur, plus générale, est D>Jm=o«m_. le temps a.m réaction du systéme par rapport & la commande en _.wo (rapidité). .

| réquiateur “RST" _ i représentée ci-contre. o mm._m.m- les perturbations externes non-mesurées, compenser les perturbations extemes mesurées.

La commande agit sur le systéme par l'intermédiaire d’'un actionneur, I'ensemble actionneur/systéme o Eviter de transmettre les bruits de capteurs aux actionneurs, donc aux sorties. .

formant l'installation ou le processus. Suivant les cas, l'installation peut également comprendre le oPrendre en compte les incertitudes internes (modéle du systéme, non-linéarités, vieillissement,
capleur. Les perturbations sont les grandeurs dont les variations plus ou moins aléatoires nuisent au caractéristiques des perturbations et bruits, etc.), de fagon & compenser d'éventuelles
bon fonctionnement du systéme. Exemples : n..c<.m:c3 intempestive de la porte du four précédent, conséquences sur la stabilité et sur les performances de la commande, minimiser ia sensibilité du
pression du réseau pour une régulation de débit d'eau, charge sur un convoyeur pour la régulation de systéme & des variations de paramétres (robustesse).

vitesse du moteur d'entrainement, ensoleillement pour la régulation de température dans une voiture, : f " - . :

etc. Les perturbations peuvent &tre mesurées ou wo:. lorsquelies sont mesurées, on peut metire en n_m<=m_,.aom lois de commande trop brutales pour les actionneurs, trop colteuses en énergie ou trop

ceuvre des commandes particulidres qui les prennent en compte (commande par anticipation ou compliquées & mettre en ceuvre. )

“feedforward”). On les modélise sous Jo::m 'actions additives (ou soustractives) sur la sortie du oContérer au systéme des caractéristiques imposées, par exemple, la forme de la réponse & une

systéme ou sur une grandeur intermédiaire. J L sollicitation (consigne ou perturbation) donnée. J
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Remarque : Les objectifs poursuivis sont multiples, et certains sont antagonistes (ex. : dilemmes
stabilité/précision et amortissement/rapidité). Il s'agit alors d'assurer le meilleur compromis possible.
C'est la recherche du compromis entre précision et dynamique satisfaisante (rapidité et amortissement)
qui a conduit originellement & la commande de type PID.

De maniére générale, on dit aussi n.:.:: bon systéme de commande doit assurer simultanément deux
fonctions distinctes : la régulation et I' asservissement.

La régulation consiste & rejeter ou compenser l'effet, sur la sortie, des perturbations, et ce, en régime
permanent, c'est 3 dire pour une consigne fixe ou variant lentement par rapport aux constantes de
temps du systéme (Ex. : alimentation courant ou tension stabilisée, pilote automatique d'avion, ...).

Au contraire, le probldme de 'asservissement est la poursuite, par la sortie, d'une consigne qui évolue
constamment. Dans ce cas, le correcteur est parfois appelé servomécanisme (Ex. : table lragante,
radar de poursuite, ...}.

Avantages sur la commande en Boucle Ouverte :

(Compensation de perturbations (exemple) : )
EnB.O.: Y(5)=K.G(5).X(s)+P(s)

En Fabsence de perturbation, on s'arrange pour que le gain de

I'ensemble KG(0) = 1. En régime permanent, on a alors bien y = x.
Mais dés qu'une perturbation surgit, la sortie est faussée d'autant.

. _ _K.G(s) 1
EnBF.: 4Amvl~+W‘OAmv.X@+ Tln.O@.v@
s KG(@)>>1 -l -0
(et avec certaines
hypothéses sur G{s))
‘ommande analogique M. Tomczak - esial

(Applications (1)) Formulation générale du probléme H

(Tentons & présent de généraliser les différents concepts introduits précédemment. Afin de simplifier les |
diverses expressions, on considére le cas d'un retour unitaire, auquel il est toujours possible, en

pratique, de se ramener.
P(s) . ’
Si I'on suppose la perturbation
X(s) + Els) ) _ U(s) _ 6 ¥ y(sy P et le bruit b(t) non-nuis, les
A transformées de Laplace du
signal de commande et de la

e Biosy D e

C(s)G C
Y(s)= ﬂ%mﬂ%&ﬁxgl B(s)]+ T QWV 5 @v@ U(s)= Isc AMVD @mx@ —B(s)—P(s)]

ey gy R e

FTBF : F(s) (s)

On peut aussi en déduire la TL de I'erreur réelle e(t) = x(1) - y(t) (NB : g(t) = e(t):
_ 1 C(s)G(s)
80 =1remoE O PO EEeE EY

Quelques définitions : Finalement, on peut réécrire les
Transfert de boucle : H(s) = C(s)G(s) (FTBO) relations précédentes :

Différence de retour : L(s) = 1 + H(s) = 1 + C(s)G(s) Sortie: Y = F.{(X - B) + L.P

FTBF : Fls) = H(s)  Lis) Commande : U= C.L(X-B-P)
Fonction de sensibilité : I(s) = 1/ (1 + C(s)G(s)) = 1/ L(s) A
Fonction de sensibilité complémentaire : F(s) car F(s) = 1 - Z(s) Erreur réefle ;e =L.(X - P) + F.B

Applications () cde en BF, généralltés (fin) (5)

@V—u—v—mnw&oﬂm (1)) Avantages de la Cde en BF (suite) B

(Baisse de la sensibilité a des variations de paramétres Amxm:ﬁmv : y

X(s) +o Y(s) G(s
X(s) E Y(s) 974 (s)

FIBF =155

Dans le cas de la commande en BO, chaque composant du systdme doit &tre congu et choisi avec
soin pour avoir une réponse trés précise. En Boucle Fermée, le niveau de précision requis peut
&tre moins important, car la sen: 1é aux variations de paramatres de G(s) est réduite d'un
facteur 1 + G(s). Pour illustrer ceci, supposons que, suite par exemple a un vieillissement ou un
échauffement, la FT G(s) subit une petite variation :

G(s)—> G(s)+ AG(s), avec [G(s)|>>|AG(s)

En BO, la sortie est alors dornée par:  Y(5)+AY(s)=[G(s)+AG(s)]X(s) Le AY(5)=AG(s)X(s)
G(s) + AG(s) . __AG(s)

T% Gsy + AG() ) o AY = 55X ()

Ainsi, la variation de la sortie est diminuée d'un facteur 1 + G(s), dont le module est trés supérieur
a 1 dans de nombreux cas pratiques.

En BF, la sortie s'écrit: Y (s)+AY(s)=

Augmentation de la rapidité i.e diminution des constantes de temps (exemple) :

+ K NB : la rapidité de réponse du systdme est limitée par son inertie propre,
T4sT qui ne peut étre modifiée. L'augmentation de la vitesse résulte en fait de la
- +s modification du signal de commande appliqué au systéme.
M7l et

K/(K+1 t 2 <
FIBF= ¢ T ! Vﬂ.\.&w moins bien que : | [ -

H+A|~A +~v _ _

V[ st eevm—— l
‘Commande analogique M. Tomczak - esial

_,M_vﬁ—_nwe—ozm (C1.)) Formulation du probléme (suite) a

/
Commande anaiogique M. Tornczak - esial

(Fonctions de sensibilité : On I'a déja évoqué précédemment, un systéme, de quelque nature qu'il soit, |
est sujet & des variations : environnement, ssement, connaissance incompléte des paramétres qui
décrivent son fonctionnement, ete. La sensibilité d'un systéme de commande aux erreurs de modéle est
défini comme le rapport enfre le taux de variation de la FTBF et le taux de variation de la FT du systéme
& commander (Bode) :

It est clair que pour un systéme

A la limite, pour de petites
en boucle ouverte, Z = 1.

variations additives :

Dans le cas du schéma-bloc précédent, on peut écrire :

v-JF/E_GJF _G A CG Tm??rooi-88,69-&

9G/G FoG FoG\1+CG
-2
=8(a+cc) [ca+CG)-cGe))=52+C6)2 = CG(1+CG)
' F CG(1+CG)™!
_ 1
~1+CG

I représente également la sensibilité aux perturbations P. Les fonctions de sensibilité T et F renseignent
sur les performances de la loi de commande (précision, rejet des perturbations, immunité aux bruits,
immunité aux erreurs de modgle) et peuvent donc étre utilisées pour formuler les différents objectifs que
doit atteindre !a ioi de commande. La synthése de la loi de commande peut ainsi s'appuyer sur cette
| formulation. )
Commande analogique M. Torczak - esial




pplications (_1._)) Formulation du probléme (suite) @ plications (_L._)) Notion de correction a

Synthase de lois de commande : Il s'agit de choisir la structure et les paramatres du correcteur de On a déja vu que le role du correcteur est d'élaborer, & partir du signal d'erreur ou de la consigne et de
fagon judicieuse. Rappelons tout d'abord les relations établies auparavant : la mesure, le signal ou la loi de commande a délivrer aux actionneurs.

Y=F.(X-B)+IP ; e=Z(X-P)+FB ; U=CZ.(X-B-P) : . . L o
Considérons, en premier lisu, le n-oc_wam de minimisation de l'erreur (précision}. En fonctionnement M%h.mo@» _mom_“ ..“.%muom”m M._o%mowwmmmmﬂﬂmhmwhwowwhmuwﬁﬂw:ﬂﬂw:ww Amo_.w_m.ﬂ_o_.ﬂﬂl._.da_ %mﬂmmﬁ“ﬂ&%ﬂ@% _.MM
normal (pas de perturbation ni de bruit), 1a premigre relation montre qu'on doit avoir F proche de 1. Ceci y > x, on envoie u = 0 ou u minimum. Une telle loi de commande est utilisée noc«, les mﬁmwm:mm
peut &ire assuré en choisissant une FT C(s) adéquate pour le correcteur. Dans ce cas, I est petite et, rustiques & forte inertie. ’
d'apras la seconde relation, I'erreur est limitée au bruit. ) . ) Exemples : appareil de chauffage a thermostat, régulation de niveau dans une cuve (celle-ci étant par
Soit, & présent, le probléme du rejet des perturbations. La premigre relation montre clairement que exemple équipée de 2 détecteurs de niveau, max et min).
doit étre petite, ce qui est en parfaite adéquation avec les contraintes précédentes.

Bien s, le fait de fixer X petite permet également de limiter la sensibilité du systéme de commande aux Correction Proportionnelle : on peut améliorer le principe précédent, on envoie toute la puissance
erreurs de modele. § . lorsquon est loin du but poursuivi, mais on essaie de réduire au fur et & mesure qu'on s'en approche.
Toutefois, si Fon s'intéresse au probléme du filtrage du bruit, on constate, au vu de la deuxidme relation, C'est la loi de commande proportionnelle u(t) = Kp.e(t).
que F doit étre fixé le plus petit possible (et donc Z proche de 1) 1l ) Exemple : Régulation de température dans une piéce. La température @ d'une piéce est fonction de la
Pour résoudre ce conflit, et étant donné que le bruit se manifeste généralement pour I'essentiel en ¥ T de I'eau chaude envoyée dans le radiateur. Par expérience, I'habitant sait qu'il obtient un résultat
*..__.wmﬁ :Mancm:am. on adopte le compromis suivant : F petite en haute fréquence et I petite en basse satisfaisant (8,4 = 19°C) en fixant par exemple T = 60°C. Il sait également qu'en fonction de certaines
uence. . : . . o

el _ _ . . . perturbations (température extérieure, rayonnement solaire, ...), il devra modifier cette valeur
lustration : Mﬁuomozm que C(s) = Kpet G(s) = K. Ona dans ce cas les relations suivantes : (‘augmenter si par exemple eyt décroit). Une premigre tentative de réglage automatique de T consiste
Y(s)= Wv AN Amvlwﬁmvv + 1 P(s) Dans ce cas particulier (gains uniquement), la w. réaliser une loi de commande Eouo&o:Jm:m telle que T = Kp.(Brat - 0) (et arrét du chauffage de I'eau

1+ _Avﬂ 1+ va relation temporelle est de la méme forme. $i 8 > Br¢f). Comme attendu, lorsque la température 8 baisse, T augmente.
Si I'on néglige la présence de bruit, on doit avoir Kp — «. Alors, y(t) — x(t) quelque soit K, et lnfluence Avec une commands proportionnelle, si le gain Kp est grand, on obtient une correction énergique et
de la perfurbation est minimisée. Toutefois, ceci pose un certain nombre de probiémes : saturation du rapide, mais il y a risque de dépassement et d'oscillations. En revanche, si Kp est petit, la
signal de commande effectivement appliqué (actionneurs saturés), effet du bruit négligé, et correction est plus molle et lente mais présente moins de risque d’instabilité.
augmentation des risques d'instabilité. Ce dernier point est représentatif du probléme connu sous le Remarque : en pratique, 'amplitude du signal de commande u est limitée soit par la saturation des
nom de dilemme stabilité/précision. Le plus grand risque d'instabilité peut se comprendre infuitivement : amplificateurs soit par limitation volontaire 3 la puissance nominale admissible par les actionneurs.
Kp étant trés grand, une petite erreur peut suffire A entrainer une commande u disproportionnée. La Ainsi, au dela d'une certaine erreur maximale, u n‘augmente plus. La plage d'erreur dans laquelle la
sortie y peut alors dépasser x dans l'autre sens, ce qui provoque & nouveau une commande trop forte, commande u reste égale a Kp.e est appelée Bande Proportionnelle (BP), et est inversement
efc. Le systéme peut osciller & la recherche d'un équitibre difficile & trouver (phénoméne de pompage). | proportionnelle au gain : BP = Umax / Kp. _

ommande analogique M. Tomezak - esial Commande analogique M. Tomczak - esial

ﬁ?—u@—mnwﬁcﬂm @ Notion de correction (suite) H H.va_u—mnwnmcbm 'u Notion de correction (suite) a

(Correction Proporti lle Dérivée : On peut encore améliorer la correction précédente. Reprenans ﬂ:qoozo:_uaoo&o::m:w5&@3.0?::3um:nqm:ncm._.ano:m:a.m‘m_mmwﬂmmmon&mw __mozo:A,

l'exemple du chauffage. Si & un instant donné, la température de la piéce est inférieure & la t° de proportionnelle, On obtient alors une loi de commande Pl :

consigne, l'erreur est positive, il faut donc chauffer et envoyer une commande u appropriée. Mais cette

demitre doit &tre différente selon que I'erreur est en train d’augmenter ou de diminuer : il faut bien 1 t

sOr chauffer plus si 'erreur augmente encore. De plus, il faudrait agir en rapport avec la vitesse de :Acuﬂv nﬁv+.ﬂ| .Q e(t)dt
10

variation de 'erreur : une augmentation rapide appelle une action plus énergique. Pour cela, on
introduit la dérivée de I'erreur dans la loi de commande :

\, Ainsi, si a(f) diminue, la dérivée est négative et donc u(t) diminue L'objectif essentiel du régulateur Pl est d'assurer la précision du systéme en présence de sallicitations
u(t)y=K{ e®)+T, de(t)}) également, et vice versa. Le paramétre Tq, parfois appelé simplement (consignes etou perturbations) constantes, c'est a dire d'annuler I'écart de réglage en régime
p d dt constante de dérivation, représente en fait le temps d’action dérivée permanent. Ceci est rendu possible par le fait que le signal de commande issu d'un correcteur Pl n'est
{secondes). pas forcément nul lorsque I'erreur est nulle. lliustration :
L'action D a un effet d'anticipation, on peut considérer qu'elle prédit, & l'instant t, la valeur que prendra e(t)
l'erreur & lVinstant 1 + Tg (par interpolation lindaire). Ceci a pour conséquence d'améliorer A — — ujt) partie | de la commande
I'amortissement, donc la stabilité du systéme. Ce faisant, elle permet d'augmenter la rapidité du . T
systdme, en jouant sur les autres paramatres (ici Kp plus grand). -~ —— signal de commande d'équilibre = 0
Correction Proportionnelle Intégrale : Parfois, on rajoute un terme proportionnel & l'intégrale de P -
I'erreur. Ainsi, lors d'une variation de consigne importante (par exemple au démarrage), l'erreur est trés -
grande, et une commande proportionnelle peut conduire a la saturation de la commande. On peut alors —
assurer une commande plus progressive. Exemple (en boucle ouverte) : t
X(t t uft t
. u(t)=— .??.v%uul ?m odt= £o Les régulateurs existants sont des correcteurs PID, associant donc les 3 types d'action. La correction
o] Eo Eo T; T: T; PID est de loin la plus employée (30 % des régulations industrielles), mais dans de nombreux cas,
_ _ I\ .._.|~ 0 0 l'action dérivée est mise a zéro (Tq = 0). Le réglage des paramétres (gain proportionnel et temps
it . i . T s - . d'actions dérivée et intégrale) peut s'effectuer a l'aide de diverses méthodes, empiriques ou théoriques.
Le temps d'action intégrale T), inversement proportionnel & I'action intégrale, doit &tre choisi de l'ordre On verra par la suite quil existe plusieurs structures de correcteurs PID. Sur le plan de la réalisation, un
de la constante de temps dominante du systtme & commander. Si T; est trop petit, la commande correcteur PID analogique électrique est un filtre analogique construit & V'aide d'amplificateurs
| augmente trop vite, au contraire, si Tj est trop grand, le démarrage est irop mou. ) | opérationnels montés en amplificateurs, intégrateurs et dérivateurs.

_—
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(Applications (1)) stabilité : critére de Nyquist (13) (Applications (CT)) stabiltté : critére de Nyquist (suite) (14)

m._w._um: M«_...m mﬂwmwwumr rum szﬂo :wewo%wmomﬂwﬂmwaﬂ& w_wM czwm ...:a m. mm__mm.?.mmm.swa.. a._ mw._wc” m).d<m=M (Quand M décrit C une fois dans le sens horaire, la contribution de chaque terme s - 2; & la variation de )
s apparition doscillations incon! es. al . : m .
um refermer une boucle, il est donc indispensable de bien connaitre les conditions de stab On peut ¢, argument de H(s), est égale & -2x si 2 est & lintérieur de C (le segment ZM effectue un tour), et

utiliser le critére de Routh, mais celui<ci rend difficilement compte de la robustesse de la stabilité. Il peut égale & zéro si z) est & l'extérieur (le segment n'effectue qu'une oscillation). De méme pour les pbles pi.
étre judicieux d'utiliser un critdre de stabilité graphique : le critére de Nyquist. Done, si Z zéros et P pdles sont & lintérieur de C, la variation totale de ¢ est égale & (Z - P).{-2n), c'est &
Le critdre de Nyquist repose sur un théoréme issu de la théorie de l'indice de Cauchy : dire ,w:m Q tourne Z - P fois autour de l'origine dans le sens horaire. Dans le cas de la figure précédente,
Théordme : Soit un contour fermé C quelconque dans le plan de la EN (5=2i) onaZ-P=1-2=-1,ce qui corespond & Un tour dans e sens anti horaire.
variable complexe s, et une fonction H(s), exprimée sous forme d'une .n_w 1

fraction rationnelle (H est holomorphe) et possédant Zy zéros et Py pdles H(s)= Application a I'analyse de la stabilité des systémes bouclés :

¢ P
dont Z zéros et P péles a l'intérieur de C (comptés avec leur multiplicité) : EWW_QI Pk) Soit le systeme bouclé ci-contrs, d'équation
Soit T le contour fermé décrit par le point Q d'affixe H(s) quand le point M, d'affixe s, décrit le caractéristique 1 + R(s) G(s) = 0. Celui-ci est stable (s)
contour C. Si M parcourt C une fois dans un sens donné, le point Q fait Z - P tours dans le si les racines (i.e les zéros) de l'équation
méme sens autour de Forigine. caractéristique sont & partie réelle négative.

Ce théoréme se démontre dans le cas général en appliquant le théoréme des résidus & H/H pour le

. isi t ich ci . Sp=
lacet C. Dans le cas particulier des fractions rationnelles, la démonstration est plus simple. En effet : mmfmmm _wauwﬂﬁﬂ_ﬁmmm..._ﬁﬂ nm n__mo nhv..,nm.w.m_,n .w.o Whmﬁ.%____ %b._.mnwhnmmm mtm }=0
Z P poles de 1 + A(s) G(s) (c'est & dire les pdles de la FTBO R(s) G(s)) M r—~yo0
LH(s)= T Z(s~2i)- Y Z(s—pk) et £(s—zj)=angle enire ZiM et thorizontale. situés a lintérieur de C. Le systéme en boucle fermée sera stable
i=1 k=1 si Z = 0, c'est a dire si N, le nombre de tours de T autour de 0 dans
4 3{s} 3 3{HE)} le sens horaire, est égal & -P, soit : ] Sist=o
&2 M 9=81+02-61-¢2 N)=p
N . - - Og o C
v.x\ﬂ 7 04 _ N
2 [p2x'N LA ®R{s} //o R{H(s)} Mais, dire que I'image par 1 + R(s) G(s) encercle N fois l'origine revient & dire que I'image par R(s) G(s),
N i.e la FTBO, encercie N fois le point -1 (point critique). Finalement, la condition de stabilité s'énonce de
L %2 °C T la fagon suivante :
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(Applications (1)) Stabilité : critére de Nyquist (suite) (_15 ] (Applications (T_)) Marges de stabilité (16)

\

N\

(En pratique, il ne suffit pas qu'un systéme de commande soit stable, il faut s'assurer de la robustesse.

Un systame, dont la FTBO a P pdles dans le demi-plan drait, est stable en boucle En effet, on observe en général une dérive des paramétres, due soit & la modification de
fer si, le point M d'affixe s parcourant le contour de Bromwich, la courbe R(s) G(s) I'environnement du systéme, soit & son évolution naturelle. On s'impose par conséquent une marge de
tourne P fois autour du point -1 dans le sens trigonométrique. sécurité en garantissant une certaine distance entre le lieu fréquentiel en boucle ouverte et le point

criique. Parmi les distances couramment employées, on trouve les marges de gain et de phase, la
marge de retard et la marge de module.

Remarques : \
jo i . ; =
- si A(s) = K, idem si G(s) tourne P fois autour de -1/K dans le sens trigonométrique. 3 S{HGe)} Onrepére la pulsation o1 telle que : [H(joo, =1
- i des pales sont sur I'axe imaginaire, il faut modifier C de fagon & les contourner par des demi-cercles La marge de phase est alors définie par: Mo =¢]+180°
nw _.m%o: »m:ama%mﬁo. de la bouc! A GGs) iew de N
- le diagramme de Nyquist de la boucle ouverte R(s) G(s) n'est autre que la partie du lieu de Nyquist - - -
correspendant au demi-axe imaginaire positif. On repére la pulsation o telle que : ZH(jo )= Lmo&
. - . -1
Critére simplifié : critére du revers 1/Mg La marge de gain est alors définie par: Mg= _:A joor v_
—
Dans la pratique, sauf cas particulier, la structure des FTBO R(s) G(s) = H(s) permet de simplifier | R 3 s
I'application du critére de Nyquist. Tout d'abord, si la FTBO est stable, on a P = 0. D'autre part, si le d° -1 eo_.\/ *ICVSH“, Enpratique: 2<Mg<5
du numérateur de H(s) est strictement inférieur au d° du dénominateur, I'image du demi-cercle de rayon Mep L/ 6 dB< Zm (dB)<14 dB
S | A " N . C S . 3]
infini est réduite a l'origine. De plus, quand s décrit le demi-axe imaginaire négatif, H(s) — H*(s), donc T 30°< Mo < 70°
n_&mwaw une symétrie par rapport & l'axe réel. Enfin, I'image du demi-axe positif est le diagramme de o1 ¢
yquist de H(s). Remarques : . . ) .
- Mg protége d'une incertitude sur le gain statique.
Dans ces conditions, on peut énoncer is critére du revers : - Lorsque M augmente, la réponse temporelle est plus amortie.
- Dans le cas général, il peut y avoir plusieurs intersections, on
Un systéme est stable en boucle fermée si son diagramme ® considére alors des marges mini et maxi. )
de Nyquist en boucle ouverte laisse le point critique -1 sur sa - On constate au passage que si le gain statique du systéme

gauche forsqu'on le parcourt dans le sens des o croissants. augmente, le Nyquist “enfle” et on se rapproche de l'instabilite.

L Diagramme de Nyquist en B.O. )

-
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(Applications C1.))] Précision (17) (Applications (1)) Précision (suite) (18)

(On ozowwrao a v&mwm_.u a wﬁuﬁ__mm conditions a ﬂmmwmﬁc_. _voc« mwwud_. la v&%hmmom: w.:: systeme de | (Erreur de position (n=1) : D
commande, c'est ire la réduction ou mieux, I’annulation ‘écart réglage en régime N a 8 . " .
permanent, Ces conditions ne peuvent s'établir qu'en fonction d'hypothéses sur la forme de I'entrée . ast |2 sir=0 _w__.‘_m w._.wmw e Lo de w_m._mwﬁw"_ w:o:._m,.mnmw d ._M;mmﬂm:o:w
considérée (signal de consigne ou perturbations). Dans un premier temps, on s'intéresse au probléme €91 = lim =<{1+K eﬂ n.owc m ~_.n al _M_,m_: mwcm.z_ v_nc.wm“% _m%m:%..._m est gran
de l'asservissement, autrement dit, on suppose qu'il n'y a pas de perturbation. Si de plus, on néglige le s—-0sT +K 0 sir=1 ais w. en "m: _om S Mv...rov.oﬂ. a fat nx.- ede au moins
bruit, les relations générales précédentes (transparents 7 et 9) s'écrivent : une integration, fe sy parfaitement precis.

ﬁ*"mu.ﬂxle.fM.W" mu.xy ﬁm" MAXIMUVA_.uuwHM.xH Erreur de vitesse ?“3 . . o sir=0
. " . -
On cherche & quelle condition : lim g(t)= lim m.mAmvuoH Pour une entrée de consigne en rampe, 'annulation gqp = lim as _—_J3 gr=1
t—ye0 s—0 de V'erreur stationnaire suppose la présence d'au s—0sf+K |K
- moins deux intégrations dans la FTBO. 0 sir>2
On suppose que la transformée de Laplace de la consigne est de la forme : X(s)= a
Si n = 0, la consigne est une impulsion, si n= 1, il s'agit d'un échelon, etc. sh Erreur d’accélération (n=3) : = wr=Ooul
Onaalors: . ast2 _Ja .
i Or, la FTBO C(s)G(s) peut mMo:E en €03 lm_wwwm_. K 1K sir=2
£(s)=X(s)X(s)= X mettant en évidence les pdles a l'origine W .
6)=ZE)X() T+C(s)G(s) 'sn § et une FT W(s) de gain statique égal a 1 [C(s)G(s)=K ) 0 sir23
ne possédant plus de pélesens=0: st
Final . Conclusion : la valeur de I'erreur en régime permanent dépend du d° du polyndéme d'entrée et du
inalement : 1 —nH nombre d'intégrations dans la FTBO. En particulier, si la FTBO ne contient pas de péles & l'origine,
lim &(t)= lim s. 2 = lim3s =0sir2n Perreur permanente de position est finie. S'il est nécessaire de I'annuler, il faut introduire un correcteur
o0 s—0 W(s)'sh 50 s dont la transmittance présente une intégration : correcteur & action intégrale.
1+K s sT+K
st Mm..:m_.n:u ] wxﬂvm r._: vov:“vSBmm nécessaire mﬁa I'oscitlation m:&nww__w et le ratirapage aﬂ __m rampe.
) . " " " ) n effet, soient e1(1) et e2(1) les erreurs correspondant respectivement & une consigne en échelon et en
De manitre générale, I'srreur en régime permanent est appelée erreur stationnaire. Plus précisément, rampe, comme E(s) = Z(s).X(s), on a de fagon évidente E2(s) = £1(s)/s, c'est & dire que e2(t) est

on parle d'erreur statique ou de position lorsque I'entrée est un échelon (n=1), d'erreur de trainage i L A
| ou de vitesse pour une rampe (n=2), et derreur d’'accélération pour n=3. ) r::am_.m_o de €1(t). Deux situations peuvent alors se présenter : )
Commande analogique M. Tomczak - esial Commande analogique M. Tomczak - esial

pplications (1)) Précision (suite) (19 ) (Applications (CI.)) Précision (suite) (20)

[ 4 (0 (rép. Indicielle) g En effet, considérons le diagramme X(s) P(s) Y(s) |
fonctionnel suivant : £5) E
() g1 =0
Dans cecas:
3 lim y(t)= im sY(s)= lim s. S0 2 =1lim . U S
e2(t) 1300 50 s—0 1+C(s)G(s)'sn  s—0sn-1 OAmv+%M
S
n v~ Lorsque s tend vers zéro, 1/G(s) tend vers 1/Go, ou O si G(s) a des intégrations (sauf si G(s) comporte
des dérivations). Pour que y(=) tende vers 0 comme on le souhaite, il faut que sn-1.C(s) tende vers |'=.
Si 'on veut que eg2 soit nulle, il faut que [intégrale de eq(t) puisse s‘annuler, ce qui implique la présence Donc, le correcteur C(s) doit présenter au moins n intégrations.

On aura toujours intérét & placer les intégrations le plus possible en amont afin de combattre les
erturbations de toute la chaine.
emarque : si une perturbation en échelon intervient et qu'il n'y a pas d'intégration, la perturbation n'est
pas effacée mais tout de méme limitée par la boucle, et cela d'autant mieux que le gain du correcteur

d'oscillations afin que les surfaces positives et négatives se compensent.

Influence des perturbations : On a examiné le probléme de l'asservissement, il nous reste a étudier le
cas de la régulation. On suppose donc & présent la consigne nulle, et on se propose d'établir les

o h : ATy : t grand.

conditions pour que l'erreur permanente soit nulle, ou, ce qui ici revient au méme, pour que la sortie y(t) es 1 Exemple : .
permanente soit nulle. Pour ce faire, on considére une perturbation de la forme P(s) = a/sn. Bien sr, PO M %Amw mmmm_ i} amont du paint
dans la réalité, les perturbations sont généralement aléatoires, cette modélisation permet toutelois de _ perturbation entrée de p(t).

dégager des conclusions pratiques. On a dans ce cas: 1 a - »t

Y(5)=F(s).(X(s) - B(s))+ Z(5).P(s) soit, si I'on néglige le bruit: Y(s)=Z(s).P(s)= T+CH66E) y{t) Sans intégration, p(t) est

st seulement

itée par la boucle et

| i . N r—n+l ' ce d'autant plus que K est grand.
dou: lim y(t)= imsY(s)= lims. 1 ___ 2 _jyas On constate qu'on est De plus, I'erreur de position, non
t—>o0 s—0 0 W(s)'sh s—0 sf+K |ramené a la méme nulle, décrolt quand K augmente
1+K T condition que dans le cas Avec intégration cm_,m_._‘m.c_.
S de l'asservissement. x(t) v Vs e K Permanente “est nulle et les
Les résultats établis précédemment restent donc valables pour les perturbations. Attention : les OAmvan +) perturbations en échelon sont
intégrations doivent atre situées en amont du point d'entrée de la perturbation. L >t ) effacées. J

>
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@:9&2& (1)) Rapidité

En ragle générale, un systdme bouclé doit répondre rapidement aux variations de oo:wmm:mJ

{asservissement) et effacer rapidement les perturbations (régulation). Le temps de réaction est en
relation éiroite avec l'inertie propre du systdme, on peut en effef s'attendre a des temps de réponse plus
courts de la part d'un petit moteur élecirique que d'un systéme de chauffage industriel. On considare &
présent un systéme du premier ordre, supposé de gain unitaire et de constante de temps T. Sa réponse
indicielle est de la forme : 1 - exp(-¥'T). Soit le temps de montée ty, défini comme le temps mis par la

réponse indicielle pour passer de 10 & 90 % de sa valeur finale. Pour le premier ordre,ona:
_t Or, la fréquence de coupure du
310 %—e T =09—t=0105T 1 ordre est donnée par :

en effet :

t
ago%—oe T=01-1t=23T

Des deux relations précédentes, on tire :

Ainsi, le temps de montée, qui est une mesure de la rapidité du systéme, est d'autant plus petit que la
bande passante, mesurée par fo, est plus grande. Ce résultat est général : 'amélioration de la rapidité

?3%653_83__3_uww«ovo_._d_uamwomaa:»no_nun:au %mmmm:.o G_,o_uﬂ._ma*_.wn_cma_a__mvac
systéme. Infuitivement, on congoit bien que plus les fréquences élevées sont admises plus le systeme
est rapide. Par ailleurs, on a vu précédemment qu'un systéme est plus rapide en boucle fermée qu'en
boucle ouverte : le bouciage permet donc d’élargir la bande p 1te d'un systé

Comme on I'a déja fait remarquer, la vitesse intrinséque d'un systéme est immuable, il en est de méme
de sa bande passante. L'élargissement de cette dernigre par bouclage n'est qu'apparent. En fait, si le
systéme semble plus rapide, c'est parce que le signal de commande appliqué est modifié par la boucle
et le comecteur. Par exemple, lors d'une consigne en échelon, un correcteur proportionnel va engendrer
une commande comportant une pointe initiale. Mais attention, cette derniére ne peut étre aussi grande
L que I'on veut (saturation, a-coup sur 'actionnevr, surconsommation d'énergie).

7
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pplications (1. )] situation générale (suite) (23 ]

Cas de la perturbation pz(f) : étant non-mesurable, on ne peut la prendre en compte explicitement,
néanmoins, elle peut étre compensée voire effacée si C(s)G(s) posséde une ou plusieurs intégrations.

Cas de la perturbation py(1) : d'un point de vue purement théorique, si f'on était capable de réaliser un
correcteur C1(s) = -G1(s)/G(s), on pourrait rendre la sortie y(t) indépendante de p1(t). Mais, d'une part,
la faisabilité de C1(s) n'est pas du tout assurée, d'autre part, G1(s) est rarement connue, et en général
trés difficile & déterminer, enfin, la connaissance de G(s) est rarement parfaite. Une solution simple
consiste & choisir C1(s) sous la forme : K (1+19)
Ci»=
~+de

La présence de ce régulateur permet au systdme de réagir plus vite en cas de perturbation, puisque
sans lui, il faut attendre Feffet de p4(t) sur y(t) puis sur g(t). li y a dorc un effet d'anticipation d'ols le nom
de régulateur de tendance.

Cas de la consigne x(t) : Une premigre approche du m_.ou_wam de correction consiste a déterminer OWW
de telle sorte que la FTBF F(s) soit égale & une FT donnée Fy(s), cette derniére étant une

convenable que l'on s'impose a priori : C(s)G(s) F4G)
1+C(s)G(s) GG)(1-F4(s)

Attention, un choix arbitraire ou trop contraignant pour Fq(s) peut conduire a limpossibilité de réaliser le
correcteur C(s). Par ailleurs, des problémes peuvent se poser si C(s) compense des péles instables ou
mal amortis de G(s), ceci en raison de lincertitude qui existe toujours sur cette FT. Lorsqu'on le peut, on
s'oriente fréquemment vers une FT Fq(s) du 28me ordre, d'amortissement { assez fort pour éviter ou
limiter les dépassements, de pulsation propre wo aussi élevée que possible (rapidité), et de gain
statique unitaire (précision). Si on ne peut limiter l'ordre de Fy(s) & 2, on peut envisager de placer les
pbles additionnels loin de I'axe imaginaire (modes plus rapidement amortis, petites constantes de
| temps), c'est la méthode dite du 2&me ordre dominant. )
Commande anaiogique M. Tormczak - exial

régulateur de tendance

=F4(s) = [C6s)=

(Applications C1)] situation générale

(21)

(22 )

Le schéma bloc suivant décrit un probléme de commande monovariable trés général (le bruit aw.J

i iadY -
toutefois négligé) : La perturbation pi(t), supposée mesurable,
P1(s) agit sur la sortie via la FT Gi(s). Etant
mesurable, on peut la prendre en compte,
Pa(s) c'est la raison de la présence du correcteur
C1(s). La perturbation p2(t) est supposée
non-mesurable.
On cherche & élaborer le signal de
commande u(t), par traitement de I'erreur (t)
et de la perturbation mesurable p1(t).
Dans certains cas, on peut étre amené &
ajouter une contribution supplémentaire
provenant du traitement de la sortie (ou de la
sortie mesurée), d'oll le correcteur Cx(s).

+ Y(s)

Par exemple, si 'on souhaite utiliser un correcteur comprenant une action dérivée. Pour éviter des pics
de commande disproportionnés lors de changements de consigne brusques, on peut alors décider de
ne pas appliquer I'action D sur l'erreur (donc sur la consigne) et de la limiter & la partie de I'erreur
correspondant & la sortie (ou la mesure). Il en est de méme pour I'action proportionnelle mais dans une
moindre mesure. Dans le cas plus simple, ol seuls C(s) et C4(s) sont utilisés, on a les relations :

U(s)=C(s)E(s) +OH Amv_J (s) Cls) et Cq(s) : correcteurs & déterminer (structure et paramétres)
Y(5)=P, (5)+ G ()P (5)+G(s)[C1 (5)P; () +C(s)E(S)]  dou:

3 1 G ()+C1 (3G, C()GEs)

YO=reaee 2@t meeee 1O TReE6E O
~ Commande analogique M. Tomczak - E.z;
(Applications (CT_)) situation générale (fin) (24 ]
(Exemple : 1 ] I 1 )

OAmvlmlﬂm ; Fa(s)= . . 3
_+Nms|o+ Y
__Eys) 1+sT____901+sT 1
= CO=Gea -F1 60 2w L) 2Bl T
S| mm;..&

Ce correcteur, parfaitement réalisable, assure en fait deux fonctions de correction distinctes. En
remplagant wg par 1/2{1 et en décomposant en éléments simples, il vient :

L] 1 T2
Qalﬁw.n_H st Tas ”_

~ N’

action 1 filtrage Pbas

On calcule & présent © en vue d'obtenir de bonnes performances dynamiques. Par exemple, on
s'impose de diviser le temps de réponse 4 5 % t; de G(s) par un facteur 4 (pour le 1er ordre, ty = 3T), et

on fixe { & 0,7 de fagon & avoir un taux de 1ef dépassement d'environ 5 %. Pour le 2¢me ordre, on a
alors t' = 3/mg. On essaie donc d'avoir : 3/wg = 3T/4, c’est & dire wo = 4/T ou encore :

1= 1/2%wg=T/8{ =0,18T.

Attention, de telles exigences de rapidité peuvent conduire & des valeurs trop importantes de la
commande u(t). Par exemple, si on avait voulu diviser le temps de réponse par 100, on aurait obtenu :

ﬁa =0,007T. Or, la commande u(t) est inversement proportionnelle & 1.

J
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pplications (Z._)] Echant. et Recenstruction (25 ) (Applications (C2_)) spectre d'un train d'Impulsions (26 ]

On a déja évoqué le probléme de I'échantillonnage auparavant. On se propose ici de revenir plus en ) (Par hypothése, le signal x(t) représente la variation d'une grandeur physique et a par conséquent une )

détail sur les conditions & respecter lors de cetle opération, ainsi que sur I'opération inverse, c'est & dire
la reconstruction ou reconstitution de données. Remarque : on se limite au cas de I'échantillonnage

Physiquement, il s'agit d'une suite d'impulsions ol chaque impulsion indique la valeur, pendant un court
intervalle de temps, du signal analogique. Dans le cas le pius fréquent, c'est & dire I'échantillonnage

(6chantillonnage avec maintien ou avec bloqueur d'ordre 0 : cas fréquent en pratique). Dans la
pratique, on s'arange pour que A << Te. On peut alors assimiler le signal échantillonné & un train

d'impulsions de Dirac modulées en amplitude (échantillonnage idéal), ce qui permet de simplifier
J'analyse des différents phénomeénes.

Spectre d’un train d’impulsions modulées :
On se place désormais dans le cas “idéal”. Par conséquent, le signal échantillonné est donné par:

périodique. R 1 .
) i X(w)= [x(t)e™IOdt ; xsuml JX(@)el®de
Signal échantillonné (rappels) : o LI

par multiplication, c'est la hauteur des impulsions qui est représentative. En particulier, dans le cas de ( oo o 3\
I'échantillonnage réel, la valeur du signal analogique x(1) aux instants d'échantillonnage kTe est Feo . teo R
successivement représentée par une suite d'impuisions de durée constante A, dont la hauteur varie X(@)= || IZx(kT,)8(t-kT,) e~ I®dt= 3 x(kT,) Jo(t-kT, YeJOt dt

comme x(t). Une approximation consiste & supposer ces échantillons rectangulaires de hauteur x(kTe) —oo\ k=—o0 k=—co —co

énergie finie. Il posséde donc une transformée de Fourier qui définit son spectre fréquentiel :

On cherche a présent la relation entre la transformée de Fourier du signal analogique et celle du signal
échantillonné, ainsi qu'avec la transforméeen z:

Feo . doo . -k
= Tx(kT e 9K e = 3 x(kT,)(elTe )

k=—oo k=—co

d'oll finalement : hN_ AevuxANv_mn o ie z=e .‘eﬁnu (résultat attendu pour des distributions)

oo o0 me..:n_J_._o : on note au passage que le spectre du signal échantillonné est périodique, de période
X (O)=x(t). T8(t-KT,)= 3 x(kT, ¥5(t—kT. ) égale & la pulsation d'échantillonnage, en effet :
= - e/~ e e
k=~co kz=—co 4 2n
1y t K 0Ty 2\ " L)%\ antr, don: (K @)=X @7k =28 _onf
Onendécuit: R (s)= Lx(kT)L[S(t-kTe)]= Y x(kTo)e™ ¢ =R(z)|,_.sTe ¢ =e . kentier, dot:( X (0)=X (@ + eowgs D¢ =T, " Tte
k=—0c k=—co \__
- ‘Echanull /R i M. Tomczak - nn._g - Echantillonnage / Reconstruction M. Tomczak - on.s_‘

Applications (2. )] Spectre d’un train d’impulsions

Par ailleurs, la distribution peigne de Dirac étant périodique, elle peut étre développée en série de)

Le spectre du signal échantillonné est donc

L de la pulsation d'échantillonnage we.

(27 ]

—~

Fourier : Te au contraire, se recouvrent partiellement (recouvrement ou repliement spectral, “aliasing effect”). Or,
oo +eo . 1 S aad . . 1 _aw J&mmnom q.cD: tel __.moocSmamE w:ﬁ&wmv_m mo?_d<m__.mmcmﬁ de la Mm:ma_-amzo: et donc une perte

— = jnoet =1 - -jno =1 'information. Dans le cas d'un signa ande non-limitée, ce phénoméne a lieu quelque soit la

.Mmﬁ kT,) ..M.O:m et avec Cpy T, ._ 28(t-KkT,)e edt T, vn fréquence d'échantillonnage. Or, une conséquence du théoréme de Paley-Wiener est que tout signal
e N==—ce Te k=—eo physiquement réalisable ne peut &tre simultanément & bande limitée. Ainsi, dans la_réalité,
4oo foo . 2 oo oo I'échantillonnage entraine toujours un certain recouvrement ce qui exclut toute possibilité de

. einot . ot 1 —Ko-no )t reconstruction parfaite. Néanmoins, la condition d'énergie finie impose que le spectre tende vers zéro

dou: X'(0)= .—xﬁv. ) T % ] &uﬂ. h) ._.xﬁcw e’tdt lorsque la fréguence tend vers =, le specire est donc quasiment nul a partir d'une certaine fréquence. Il

—eo  N=—c0 e € p=—c0—oo est alors possible de choisir une fréquence d'échantillonnage ne provoquant qu'un recouvrement

+o0 constitué, au facteur 1/Te prés, dune suite de En pratique, le spectre du signal & échantillonner est généralement limité par filtrage passe-bas. La

. Ax _1 X soli e tiaom _o. d ’ ‘anal fréquence de coupure de ce fillre passe-bas, appeié filtre anti-repliement (“antialiasing filter”), est fixée

C'estadire: val.ﬁ' 2X(0-nw )} répliques (“alias” en anglais) du spectre du _m_.m:m en fonction de la bande jugée utile du signal d’origine. Dés lors, la condition de réversibilité de
€ n=—oo analogique, centrées sur des pulsations multiples I'opération s'exprime pour des signaux de spectre passe-bas & support borné :

(Applications (C2_)) Théoreme de Shannon

(28]

Remarques : le résultat précédent peut s'interpréter en termes de convolution : la TF du produit d'un
signal par un peigne de Dirac est égale au produit de convolution de la TF du signal et de la TF du
peigne. Or la TF du peigne, de période T, est également un peigne, de période we, on a donc bien
une reproduction du spectre initial centrée sur les multiples de e (voir Signaux 4, transp. 54).

Dans fe cas de |'échantillonnage réel et avec maintien, on montre :

® ~We o_ @max \ Ve 20e o e 2we 30 @
—oh O WeOmax
Rt Cp=singn 27 A | répliques modulées en amplitude {éch. réel) 1l y a recouvrement spectral dés que e - ®max < ®max i-€ Ve < 20max- La condition de réversibilité est
X ()= YC, X(o-no.)avec A . donc donnée par : we = 20max.
n=—ce C = mEnAEV 7 répliques déphasées et déformées par une Remarque : toute pulsation &' supérieure 4 la pulsation de Nyquist o (la moitié de la pulsation
ﬁ n 2n fonction de la pulsation (éch avec maintien) | \d'échantillonnage) est une réplique de la pulsation  @= (© +oy)med(, )- oy y

‘Echantilionnage / Reconstrucuon

M. Tomxzak - esial

(On se place toujours dans le cas idéal, deux cas sont & considérer : selon la forme du spectre du signal )
analogique et selon la fréquence d'échantillonnage, les répliques spectrales sont & supports disjoints ou

négligeable et permettant une réversibilité acceptable.

ITH

recouvrements

B0e -20g -We O]

Echantillonnage 7Reconstruction M. Tomczak - esial



plications (CZ_)) Théoréme de Shannon (29 ]

e —
Enoncé du théoreme : un signal continu, dont la TF est nulle en dehors de l'intervalle [-omax. )

©max]. st donné de manidre unique par ses valeurs aux instants d'échantillonnage si la pulsation

(fréquence) d'échantilionnage est supérieure ou égale (> dans le cas théorique d'un sinus pur) au
double de la pulsation ({fréquence) maximale @max du signal. Dans ce cas, il n'y a pas de perte

d'information et on peut théoriquement reconstruire le signal analogique.

=

Remarque : dans le cas d'un signal passe-bande 2 support borné [0, w2, la condition de Shannon est
we 22 @p, Mais en fait la condition suffisante est donnée par :

0 . i o) NB : toutes les iré &ri
=222 < : quences supérieures ne
©e nin 2 m oum est le plus grand entier < ®,-0;  sontpas forcément utilisables.

De
exemple: @y =1, o2 =2, dolim=2 et wg = a2, _
24140 1 2 345

Exemples :

Signal sinusoidal échantillonné & 2 fois sa fréquence : j > > > > > > >
LR A Y AAVAAVAAVARVAAVALVARY

signal nul. 1 :

2 signaux sinusofdaux, & 0,1 et 0,9 Hz, : J
échantillonnés & 1 Hz peuvent
présenter les mémes valeurs aux )
instants d'échantillonnage (on a perdu . .

de l'information sur le signal 2 0,9 Hz). -1 % 4 Y & + ; y . T
On peut trouver une infinité de sinusoides passant par ces mémes échantilions, rien d'étonnant donc &
 ce que le spectre correspondant comprenne une infinité de composantes. »
Echantilonnage / Reconstruction M, Torczak - esial
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(Applications (_2._))RECONSTRUCTION de Shannon

(Dans l'expression précédente, f(t) désigne la réponse impulsionnelle du filtre c'est a dire la TF inverse |

de F(w) : T
: +oo T T, T T
= e .ws_. =_£ .:R ".Ik. ._en e =gi |nl
£(1) wﬁl‘muﬁevo do=52 _.M do NE"T _ ,_Hn sing T,
T .. e
D'autre part, le terme x'(t) s'écrit : X (t)= Y x(kT,)8(1—kT,) — non-nul pour 1=kT,
Finalement, ona: k=—e
Ml e t—kT
x(0= [ T x(kT)8(t—kT,)sinc| 1% kv i.ex(t)= T x(kT,)sin e
—o0 K=—00 .—co =—co ..—.o
Ce filtrage est irréalisable, puisque non-causal et faisant intervenir une infinité de termes. La solution

utilisée en pratique consiste & fronquer la réponse impulsionnelle du filtre et & la décaler de to = mTe/2:
1

La troncature peut s'effectuer & l'aide d'une
fenétre rectangulaire (comme ici) ou autre.

H < 10% aprés 3 échantillons
< 5% aprés 6 échantillons

mTe =——> Interpolateur quasi-idéal

Remarque : dans la réalité, une reconstruction de trés haute qualité suppose en plus de tenir compte
des déformations et déphasages introduits par exemple par I'échantillonnage avec maintien.

agcﬂonﬂuw TReconstruction M. Tonczak - esial

(Applications (C2_)) RECONSTRUCTION de signaux

(30)

(31) (Applications (_Z_)) RECONSTRUCTION (suite)

(La reconstitution d'un signal analogique x(1} & partir d'échantilions x(kTe) successifs implique la )

restitution de toutes les valeurs intermédiaires. Celle-ci est en pratique approximative.

Concemant les systémes de restitution, on parle d'extrapolateur d’ordre m (détermination des valeurs
du signal suivant xx & partir de Xk, Xk-1, ..., Xk-m) ou d'interpolateur d’ordre m (a partirde m + 1
échantillons, dont certains postérieurs & xx). Ce dernier étant non-causal, on le rend causal en
admettant un retard a la reconstruction.

Remarque : en traitement du signal, certaines applications peuvent tolérer ce retard (ex : télécom.). Par
contre, dans tous les systemes bouclés, cela peut poser des problémes de stabilité, on préfére alors
utiiser des extrapolateurs {(généralement des bloqueurs d'ordre 0).

Interpolateur idéal (reconstructeur de Shannon) :

On se place dans le cas d'un signal & spectre passe-bas, 'échantillonnage est supposé idéal et sans
recouvrement. Le filtre de reconstruction idéal est alors un filtre rectangulaire passe-bas, de pulsation
de coupure we/2, ce qui permet d'éliminer totalement les parties du spectre introduites par

Iéchantillonnage : L'échantillonnage idéal introduisant un facteur
1/Te, le filtre doit étre de hauteur Te :
; ®
i T, _S_An.mﬂ'“qo.nez
... F(o)= € a - X(0)=X(0).F(®)
. - 0 _e_vﬂnaz
We -0g2 O] ON=0e2 Ge To T=
Ce produit correspond & un produit de convolution = {x' -
dans le domaine temporel, donc : X(® |.‘N.n (@f(t-1)d
Echantilionnage / Reconsiruction M. Tomczak - o&_L

(32

Jam..:o_‘n:o : dans la pratique, on utilise en fait un interpolateur quasi-idéal numérique. La reconstruction

est alors effectuée en deux étapes : l'interpolateur travaille en fait & une fréquence plus élevée f'¢ = L.fe
(L >> 1) et alimente & cette cadence un bloqueur d'ordre 0 (CNA) suivi éventuellement d'un filtre de
lissage. Le suréchantillonnage introduit par I'interpolation remplace la période de répétition we du
spectre du signal échantillonné par L.oe et ce sans modifier @max. De plus, le bloqueur et le filtre

éventuel agissent comme des filtres passe-bas. Lorsque L est choisi suffisamment grand, la distorsion
introduite par I'ensemble bloqueur/filtre est négligeable.

Conclusion : Cette méthode de reconstruction introduit un retard relativement important et conduit &
des charges de calcul élevées. De plus, elle est inutilisable en cas d'échantillonnage irrégulier. Elle n'est
donc généralement pas employée en commande échantillonnée et reste réservée a certaines
applications particuligres de traitement du signal nécessitant une qualité de reconstruction irréprochable
(exemple : lecteur de CD).

Remarques : D'autres interpolateurs peuvent étre imaginés utilisant un filtre passe-bas de réponse
impulsionnelle g(t). Par analogie avec ce qui précéde, on réalise alors :
+oo En fait, tous les systémes de reconstruction peuvent
—tn)= _ s'exprimer sous cette forme. Pour des signaux & spectre
x(t ﬂov chﬁ.n (t w‘_..ov passe-bande, on procéde de maniére similaire mais avec
k=—eo un filtre passe-bande.

Reconstruction par approximation polyndémiale :

Par m + 1 échantillons, on ne peut faire passer qu'un seul polynéme de d°m. Si les m + 1 échantillons
Xk-m» --» Xk SONt connus, une approximation de x(t - 1) pour kTe <t S (k + 1)Te €t 0 < 1 < m peut étre
caleulée en utilisant la méthode des polynomes de Lagrange (le retard global:tp = rTe +
ﬁm.ézcw__mama t'o le temps de caleul, dépend alors du choix de ret de m):

_—
Echant! 7 M. Tomczak - esial




(Applications (C2.)) RECONSTRUCTION (suite) (33) (Applications (C2._)) RECONSTRUCTION (fin) (34 ]

\II' y

;
m Bo (o)
m q mzn : |.n=|.~,n i=0,...m Te Ainsi le bloqueur d'ordre 0 est bien un
xAnlnﬂmAlnovT Mxm+_n|~=a=£7|nw+nleHo_ avec{ ™ uu.oﬁla.—.a filtre passe-bas. Dans la bande
i=0 i fréquentielle d'intérét, la réponse
qqpltl=1 fe  2le fréquentielle du bloqueur d'ordre 0 est
Pour r # 0, on obtient une interpolation (linéaire sir=1, m =1, 15 = Tg). Pour r = 0, on obtient une comparable a celle d'un retard pur
extrapolation qui peut se ramener & la formule dite de Newton-Gregory : 0 . . f Teexp(-sTe/2) (module constant Te et
t—kT (t-XT, vw déphasage linéaire). Ce retard pur est
X()=x + mAerN v+ € Ax —2X1 1 +X v+ ainsi souvent utilisé comme une
T k-1 2112 k k-174k-2 =or )
e iy - approximation de la fonction de transfert
Cas particulier important : extrapolateur ou bloqueur d’ordre 0 (r = 0, m = 0). Celui-ci réalise : LByGo) du bloquevr.
Avec ce systéme de reconstruction, somme toute v_uxz rudimentaire, il est clair que pour que le spectre
= : ; ; ; . du signal reconstruit soit proche du spectre du signal analogique de départ, la fréquence
@AC Xy pour w.—,o mﬁAAw+Cﬂow On en dédit sa réponse impuisionnelle, puis sa FT : d’échantillonnage doit étre nettement plus élevée que 2 fmax. Dans la pratique, comme on le verra
par la suite, cette régle doit étre plus ou moins respectée quelque soit le systéme de reconstruction, car
n'oublions pas que le théoréme de Shannon repose sur un certain nombre d'hypothéses rarement
1-e—STe " — vérifiées a la lettre.
——> Byls)= On en tire sa réponse frequentielle : Avec le bloqueur dordre O, seul I'échelon est partaitement reconstitué. Une estimation de I'erreur
5 maximale de reconstruction est donnée par : ep, =max _xw 1 lxw_m.ﬂ .max (1}
E\H.o o % + e t
0T, _e|.~.n J.e.wo oT, m5ﬁ||wlv ) La fonction de maintien inhérente au Bp est naturellement réalisée par les CNA standards, & I'entrée
T mnv_ 7 e 2 —e 2 u.ﬂaml 4|1u._.on|.§.ﬂo sinc(fT,) desquels les valeurs numériques sont maintenues pendant fa durée du pas d'échantillonnage Te. Aussi
2j oT, retard oT, le Bg est-il de loin le systéme le plus employé. Souvent, on le fait suivre d'un filtre de lissage additionnel
L 2 inhérent 2 _J | pour atténuer les hautes fréquences indésirables dues a la variation en “escaliers” du signal de sortie. J
Echanull TR iction M. Tomezak - esial Echantillonnage / Reconstruction M., Tomezak - esial

Applications (_Z_))PRE-FILTRAGE ANALOGIQUE (35 ) (Applications (2.)) PRE-FILTRAGE (suite) (36 )

res souvent, le spectre du signa chantillonner n'est pas pariaitement connu. [I contient Ton souhaite obtenir un filtre & atténuation plus forte, on peut bien siir mettre en cascade plusieurs )
généralement une composante & large bande due & la présence additionnelle de bruit de fond engendré filtres du 1ef etou du 2&me ordre. Enfin, si cela est nécessaire, on peut metire en ceuvre des filtres a
dans le milieu de mesure, les capleurs, les amplificateurs, etc. Aprés échantillonnage, des hautes haute performance (Bessel, Butterworth, Tchebycheff, Cauer, etc.). Le type de filtre est alors choisi en
fréquences peuvent apparaftre comme des basses fréquences & cause du repliement de spectre. Ii est fonction de la caractéristique que I'on souhaite privilégier : platitude de la réponse fréquentielle dans
donc nécessaire d'effectuer un pré-filtrage analogique afin de supprimer tout risque de recouvrement la bande passante (Butterworth, Tchebycheff inverse), raideur & la fréquence de coupure
sans devoir imposer une fréquence d'échantillonnage excessive. Le filtre utilisé est appelé filtre anti- (Legendre, & atténuation uniformément croissante, Tchebycheff et Cauer, qui présentent des
repliement ou filtre de garde (‘anti-aliasing filter”). ondulations), déphasage linéaire (Bessel : assimilable & un retard pur).

Remarque : souvent, les capteurs analogiques comportent un filtre, qu'il est alors possible d'ajuster par

e e oo passe-bes iddal racianguaire) ce band B - w2 e
¢ filire anti-repliement idéal est le filtre passe-bas idéal (rectangulaire), de bande passante B = = G(f L .
fn (fréquence de Nyquist). En pratique, le filtre comporte une bande de transition qui reporte la bande | M ! Approximation de Butterworth de degré n:
passante limite ms audeladeB: filtre idéal  Avec un tel filfrage, on devra donc avoir en réalité : ,/1// [« D==
Réponse fréquentielle 5 [TH filtre réel 0.8 _QQV_N - 1 -
du filtre : ltre rée _ : // : — 35
?a__ =2B,, > umw . N 1+(/1,)
bande de .
; fransition | g largeur de bande, la platitude dans la bande 04 Elle maintient une réponse plate optimale dans la
. passante, I'atténuation, eic., dépendent du type de : bande passante, avec atténuation de -3 dB & la
0 B=f/2 Bm ¢ filtre utilisé et de son ordre. 02 fréquence de coupure fs et une pente asymptotique
. - . o . ° 0= ] ¢ ¢, Jatténuation de -20.n dB/décade pour f > fe.
En I'absence de contraintes spécifiques, un filtre standard du 22™e ordre peut trés bien faire I'affaire : 0 05 1 15 2 c

~

Pour n = 2, on retrouve un cas particulier du filtre du 28me ordre standard, avec : {= )I\NM et ».n = mw.WIm
; =L eme
el R (+ abaques 26me ordre) Remarque : Le filtre de Bessel revét un intérét particulier dans le cadre de la commande échantillonnée

des systémes. Etant assimilable & un retard pur, sa prise en compte dans le modéle du systéme a

—— | commander est plus facile & réaliser, de pius, il entraine moins de distorsion du signal. )
et em—————
EchantTlonnage ; Reconstruckion M. Tamczak - esial Echanullonnage / Reconstruction M. Tomczak - esial




(Applications (2_))PRE-FILTRAGE (suite) (37 ] Applications (2)) PREFILTRAGE (fin), CHOIXDE foe (38 )

Utilité du préfiltrage, illustration sur un exemple : ) (Remarque : concernant la réalisation des filres analogiques, tant que la fréguence de coupure est )

Soit un signal analogique compasé d'une onde rectangulaire et d'une perturbation sinusoidale a 0,9 Hz. supérieure & 5 Hz, on peut généralement se contenter de réseaux passifs de type RC. Lorsque la

On co les résultats obtenus aprds échantilfonnage a la fréquence de 1 Hz puis blocage d'ordre 0, fréquence de coupure est comprise dans l'intervalle 0,1 Hz & 5 Hz, des réseaux actifs (4 base
dans _oﬁu%mmxmnmmh. M.mew %:.o avec awum:m pré-filtrage "@m a P m d'amplificateurs opérationnels) doivent étre utilisés. Enfin, pour des fréquences de coupure inférieures &

0,1 Hz, les filtres analogiques sont généralement trop chers, on procéde alors & un échantillonnage a

fréquence trés élevée suivi d’un filtrage numérique (on parle parfois de suréchantillonnageffiltrage
1 échantillomage 4 fréq. fle recouvrement = numérique).
blocage fg-0,9=0,1 Hz
° = ° Aspects pratiques du choix de la fréquence d’échantillonnage :
r fe=1Hz - D'un point de vue général, le choix de la fréquence d'échantillonnage adéquate est un probiéme
2 2 complexe, qui dépend de nombreux paramétres, et qui ne connait pas de solution miracle qui s'énonce
5 w0 5 20 x5 2 o 5 W B 2 = facilement ; chaque application constitue un cas particulier qu'il convient d'analyser avec soin.
filtrage analogique @@5«225% ordre) Toutefois, il existe des situations oli le choix de fe n'est pas crucial, c'est & dire dans le sens ol fes
2 2 conséquences, sur le but poursuivi, d'un choix approximatif, restent limitées. Dans ce cas, des régles
o . ] simples peuvent étre établies.
idem
o ) ° En théorie, on applique bien sir le théoréme de Shannon, mais il ne faut pas perdre de vue le fait que
HV celui-ci repose sur un certain nombre d‘hypothéses.
-1 fe=1Hz 1
¢ En particulier, le théorame de Shannon suppose un spectre initial borné
-2 510 15 20 25 30 2 T R S .anm.i_u,:nm:m_. mq_d pratique, c:_..z_:mmm mﬂ_m_ooicmnmn ao:%m une Bmaanmzo: des Mm_‘_wnauw”ﬁcmm
Remarque : dans le contexte de la commande de processus, dans certains cas trés particuliers, an ne U signal. Selon les cas, ces changements peuvent avolr des consequences non-negligeales.
peut pas effectuer de filtrage analogique tel qu'on l'a envisagé jusqu'a présent. Exemple : il n'est pas Dans le cas oil une reconstruction est nécessaire, il supposa une reconstruction idéale

toujours techniguement possible de mesurer en ligne certaines caractéristiques (humidité par exemple)
au sein d'un flux de produit. Celui-ci est alors échantillonné pour analyse en laboratoire. Dans ce cas, il
faut prendre plusieurs échantillons en considération et les mélanger avant analyse (ou prendre la valeur

 moyenne sur les différents échantillons). J J
Echantllonbage / Reconstraction M. Tomczak - esial Echantillonnage / Reconstruction M. Tomczak - esial

*Bien s0r, dans la pratique, la reconstruction ne peut étre que quasi-idéale, mais elle entraine
tout de méme un temps de reconstruction important (ce qui est loin d'étre toujours acceptable).

pplications (C2.)]choix de Ia fréq. d’échantillonnage E (Applications (2. ) choix de la fréq. d’échantillonnage E

~

r

{Mais, si le temps de reconstruction doit &tre court, il faut utiliser un systéme de reconstruction plus
rudimentaire, tel un bloqueur d'ordre 0. L'échantillonnage selon Shannon se révéle alors largement
insuffisant comme on va le voir. En utilisant I'expression de l'erreur de reconstruction introduite

En pratique, il faut donc tenir compte de nombreux aspects, parfois contradictoires, parmi lesquels :

(Les propriétés, spectrales essentiellement, du signal

* présence de perturbations haute fréquence, précédemment : _ .
* spectre passe-bas ou passe-band, ... B, =max K41 —Xk|STe -max [x(t)
*efc.
On peut établir pour le signal sinusoidal: ey max = Te-max [©( cosogt]
La méthode de reconstruction t
*on peut retenir comme idée générale que plus on s'éloigne de I'interpolateur idéal, plus il faut . Ty nTe g
prendre une marge importante par rapport & la condition de Shannon. soit une erreur moyenne : aWo = —5 = ﬂ = N

Les contraintes technologiques )
« rapidité des divers organes : actionneurs, capteurs, convertisseurs, calculateur,
» temps de reconstruction.

ol N représente le nombre d'échantillons par période de la sinusoide Tg. Si on veut une erreur de 1 %,
il faut N = 315 échantillons par période Tg. Ce nombre est & comparer avec les 2 échantillons par
période préconisés par le théoréme de Shannon !

jecti ivis, t le but de | tructi . . . N
_.ou..“wm.mu.houavmnﬂmﬁ_m?wmﬂm mment fe bu a reconstruction De fagon générale, en pratique, on retiendra la régle : f e >> Nnaen
e commande des systémes,

e identification des systémes,

« simulation des systémes. Exemples :
Signal téléphonique, fmax = 3400 Hz, normes intemationales : fg = 8000 Hz,

EXEMPLE : Dans de nombreuses applications de traitement du signal, le critére de choix u_.m%o:am,.ma Signal vidéo TV, fmax = 5 MHz, fo = 18 MHz.
de la fréquence d'échantillonnage est 'erreur entre le signal d'origine et le signal reconstruit. Ainsi, si le
signal considéré est une sinusoide pure de pulsation wg : T

s Lo .2 2% . 0 On abordera par la suite le probléme spécifique du choix de la fréquence d'échantillonnage dans fe
x(t) =sin@qt } Dansce cas, Shannonindique: ®, 2 2@y, soit Iz N._,I. l.ef o 22 contexte de |'automatique, plus particulitrement en ce qui concerne la commande de systémes

e 0 € échantillonnés. D'ores et déja, il est clair que ce choix dépendra en grande partie des caractéristiques

dynamiques du processus a commander.

Ceci est valable si on suppose une reconstruction idéale par ailleurs.

ptestectng

- J
Echanullonnage 7 Reconsiricton M. Tomczak - esial — Echantillonnage / Reconstruction M. Tomczak - exial

\.




@ﬁﬁ_mnwﬂcﬂm (3_)) Transpesition analog/numér. H (Applications (3.)) Formulation du probléme (1) (42 ]

(introduction : ) (Bien que les objectifs et les contraintes soient différents selon que l'on s'intéresse a la synthése d'un)
Dans ce chapitre, on aborde le probléme de transposition analogique/numérique qui consiste, filtre numérique ou bien & la commande numérique d'un systéme, le probléme de la discrétisation peut
s’énoncer de manidre similaire dans les deux contextes. En fait, on cherche le systdme numérique

comme son nom lindique, & déterminer, si possible, I'équivalent numénque d'un systdme analogique

donné. Ce probléme se poss dans divers secteurs dapplication, d&s lors que l'on cherche & réaliser un possédant les mémes propriétés qu'un systéme analogique de référence, ce qui correspond a

systéme numérique qui fonctionne & peu prés de maniére identique & un systéme continu pris pour f'équivalence entre les deux schémas suivants :

férence. En fait, si F'on voulait &tre précis, on devrait plutdt parler de discrétisation d'un systeme CNA ~
analogique, dans la mesure ol l'opération de n:w::.wom:o_w :_m_m..w _u_mm%_‘_mm en non__nﬁ. Uon__.m%me.ma. on \
supposera que la quantification est suffisamment fine pour étre gligée, et I'on utilisera inditféremment E(s) Us) o~ E(s) E'(s U's) Up(s .
les deux expressions. E —_ S i lEr'v ) | schéma 1
La question de la discrétisation peut étre abordée selon plusieurs points de vue, et & chague approche échantillonneur _ bloqueur
différente, peuvent correspondre plusieurs variantes. Au total, il existe un grand nombre de techniques (CAN) impulsionnel

distinctes de discrétisation et il n'est pas question ici de les étudier toutes. En particulier, le domaine de
la simulation numérique, c'est a dire sur calculateur, de systémes continus fait appel & des
algorithmes complexes, bien connus des spécialistes de I'analyse numérique, comme la méthode de

Ainsi, & une loi de nature continue, on désire substituer un ensemble constitué d'un CAN suivi d'un
systéme numérique et d'un CNA (comprenant un blogueur B(s)). On peut immédiatement constater que

Runge-Kutta, qui débordent du cadre de ce cours. I'équivalence entre les deux schémas ne peut &tre qu'approximative. En effet, si I'on calcule la TL
Remarque : fa simulation est un probléme plus général dans le sens ol il s'agit d'obtenir la sortie d'un {monolatére) de up(t), il vient : oo 27in M
mﬂﬂﬂﬂmnﬂﬂw__muﬁuocq des temps discrets, sans passer obligatoirement par les équations d'un systeme Ce résultat m_ﬂ a oom:wmmm__” Up(s) = w@vﬁ?&.« ). AW e(0+) +vqﬂ.~l M El s~ H_

OMn va s contenter ici d'étudier le probiéme de la discrétisation te! qu'il se pose dans deux applications W_Mwmamaqﬂwaﬂ.uoc_. _mm 4m : e n=—oo e

pices , Blare maut.5.55. AT,
la commande d'un systdme peut s'effectuer & I'aide d'un calculateur. Il est courant dans une . X n . o
telle situation, notamment pour des raisons historiques, de synthétiser un correcteur continu, Il est clair que, contrairement au cas du schéma de gauche, dans le cas de celui de droite, I'on ne peut
puis de discrétiser le résultat afin d'implanter le correcteur sous forme numérique sur le définir de fonction de transfert en TL entre l'entrée et la sortie. Il s'agit donc de déterminer R(2) et B(s)
calculateur. On parle alors de discrétisation de lois de commande continues. tels que la relation entre U(s) et E(s) soit préservée au mieux.

* en traitement du signal : . e A Dans le cas particulier de la synthése de filtres, on n'a pas toujours besoin de procéder a la
mum_wﬂma pour .aowsn.m:..wm mm_mozm. :_wnnw:nm“mm. c:~m Bmimao %m synthése nmc: uh_u:.w reconstruction du signal de sortie (ce qui est bien sir impensable en commande échantillonnée). On est
mpﬁmﬂmnch%mnhw_r :MM:M"_mWo:nm_.ﬁw.wﬁmu un filtre analogique donné. Cette approche conduit alors ramené a une situation légérement différente (voir schéma page suivante), mais qui ne change

a | pas le fond du probléme.
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pplications (3. ))Formulation (2)/ Cas de la commande ( 43 ] (Applications (3_))cas de la commande numérique (2) (44)

) ("0 En matiére de commande numérique des systémes, deux approches sont possibles :

sla synthase directe : la synthése du correcteur s'effectue directement dans le domaine
numérique, & partir d'un modele discrétisé du SAR. Bien que sur le papier, cette approche ait le

( Dans ce cas particulier, on recherche I'équivalence :

E(s U(s) U(z, E(s E@z Y

© E © bv = Es)  E@ E @ schéma 2 mérite d'exploiter pleinement les possibilités offertes par le numérique, elle reste peu utilisée
- pour diverses raisons : faisabilité, prédominance de la commande PID, issue du continu, prise
en compte uniquement d'un modgle “stroboscopique” du SAR, nouveauté pour les ingénieurs,

Cette fois, 'équivalence est considérée du point de vue numérique. Fondamentalement, le probléme etc. L i . . . .
reste inchangé, et encore une fois, il ne peut y avoir qu'une équivalence approximative puisqu'il est +la synthese indirecte : la synthése du correcteur s'effectue classiquement dans le domaine
impossible, dans le cas du schéma de gauche, m«mﬁu_: une fonction de transfert en z entre l'entrée et la analogique, éventuellement en prenant en compte les éléments supplémentaires, propres au
sortie. numérique (filtres anti-repliement, convertisseurs), et on discrétise le résultat. En quelque sorte,
cette approche ne umz.zmm nc_m a_m faire du “sous-analogique”, uﬂmacm la aﬁwgmm:o: est
En effet, dans le second alors que dans le approximative, c'est toutefois la plus répandue, pour des raisons istoriques (développement
cas, o:rm directement:  Y{(z) = D(2).E(2) uaimgmm. ona: U(z)= Nﬁu?v.mﬁmv; préalable et maturité des méthodes de régulation analogigues, savoir-faire “continu” des
ingénieurs, w&uozamESm dans Pindustrie de la régulation PID), et pratiques (elle a |'avantage

de “coller” a la réalité d'un SAR qui répélons-le est continu). C'est évidemment dans cetle
Remarque : comme on le verra plus tard, dans le cas du schéma 1 comme dans le cas du second, on approche indirecte que se pose le probléme de la discrétisation.

peut trouver des solutions exactes mais valables uniquement pour une entrée donnée. o . | ) )
oParfois, il s'agit simplement de remplacer un régulateur analogique existant, par un régulateur

A présent, on va examiner plus précisément le contexte donnant lieu 4 une transposition numérique, moins cher, plus souple, et pius fiable. Si le correcteur analogique {un PID le plus

analogique/numérique dans le cas de la commande échantillonnée et dans le cas du filtrage finéaire. souvent |) fonctionne de manigre satisfaisante, il est intéressant, dans ce cas, de disposer de
méthodes de discrétisation, afin de ne pas avoir & recommencer la synthése du correcteur dans le

domaine discret. En fait, on est ici confronté a un probléme de synthése indirecte non-préméditée.

Cas de la commande :::._m_._ncm AmOJm_Sm ._v Lors d'une synthése indirecte, et avant d'opérer la discrétisation proprement dite, deux %uaon_..mmy
sont possibles :

Dans le cas de la commande des systémes, le systéme de FT C(s) représente un correcteur, ou ela premigre a pour objet de discrétiser le correcteur analogique déterminé de fagon

régulateur, analogique, dont la sortie U(s) est la loi de commande continue appliquée au systéme & conventionnells, sans s'occuper du convertisseur, donc du bloqueur, en aval.

réguler (SAR). La FT R(2) représente alors le régulateur numérique correspondant, dant le signal de ola deuxiéme consiste & déterminer le correcteur analogique pour commander {'ensemble

sortie doit éire reconstruit, en général avec un blogueur d'ordre 0, pour pouvoir étre appliqué au SAR, bloqueur/SAR, avant de le discrétiser.

qui est bien sir continu. Deux cas de figure peuvent amener & considérer le probleme de discrétisation: | L e . —— J
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@Pvﬁ—mowmo:m @9« de la commande numérique (3) E @Vﬂﬁ—mcwnmcbm ((3.))cCas du filtrage (schémas 1 et 2) (46 ]

(La deuxidme approche est bien sir préférable, en raison notamment de l'influence du bloqueur sur les ) [Lors de la synthése d'un =_=m. les caractéristiques souhaitées sont spécifi€ées dans le domaine
marges de stabilité du systdme. Une fagon de procéder est alors de modifier le correcteur analogique fréquentiel, en termes de gain et de déphasage. La synthése d'un filtre numérique consiste donc &
en tenant compte de la présence du bloqueur et de maniére a fixer des marges adéquates. déterminer les coefficients d'un filtre causal RIF ou RIl dont la réponse fréquentielle approche au mieux
Afin de simplifier la démarche, la prise en compte du bloqueur, en principe dordre 0, s'effectue en ces spécifications. Le choix d'une structure RIF ou RIl dépend de la nature du probléme et des
remplagant la FT Bo(s) par une approximation : MMJM@:& ! mMm q_dn%mza.m__mcm u%m__,mmm. En om_.a_.m_. les :_:mm m_:uw :o:._.mmc_,w:m. sont utilisés lorsqu'un
phasage linéaire dans la bande passante est nécessaire. En 'absence d'une telle contrainte, on peut
ST sT, ,ma_wm_, ﬁmﬁm_.m:s&w: l'une ou _.mﬁwﬂ mq%ﬁ_c,.mmw | Pe
_1-e™e - ) i & 3 i u fait de la maturité et des avancées de la théorie et de la pratique du filtrage analogique, il est courant
woAmv = s = .Hoa 2 retard pur d'une demi-période d'échantilonnage n_.mzmoncm-w_m m««_::mm_m_ du filtre dans le domaine analogique, puis de discrétiser le résuitat. Dans ce cas,
on aboutit & un filtre RII.
Pour plus de précision, on T, T, Remarques : :
peut mﬂmmw EEMQJ wo (s) = £ ou bien & ole _.owwoﬁ de la réponse fréquentielle du filtre analogique de référence par le filtre numérique
Ha T Am,_.. vu équivalent est ici un probléme bien plus crucial qu'en commande des systémes.
1+ mlml l+s-& ¢/ oA linstar de ce qui se passe en commande, on peut effectuer la synthése d'un filtre numérique
2 12 directement dans le domaine discret.
oDans le cas de la synthése directe, on utilise parfois des méthodes d'optimalisation
(programmation non-linéaire) tels que l'algorithme de Remez.
ST T , (sT)?
Ces deux demiéres relations reposent 1- 3 1- 3 1 Malgré les différences entre le cas du filtrage et celui de la commande, de nombreuses techniques de
sur les approximations de Padé : e—5T = T et e—ST = 7 discrétisation sont %z_. ées nam“*_maaama dans I'une ou _.mcmw m:cmzmm. m_:aﬂm<w:o:m. certaines sont
st plutét propres au domaine du filtrage et ne seront pas abordées en détail dans ce chapitre. Il s'agit
1+ 2 14 % Wm‘lﬂ—_mvl notamment des méthodes suivantes :
Approximation impulsionnelle (méthode des fenétres) : elle consiste & discrétiser la réponse
Remarques : impulsionnelle du filtre analogique de référence. Celle-ci étant généralement infinie, on procéde a
o La deuxidme approche suppose la période d'échantillonnage connue a l'avance. impulsionnelle du liltre analogiq - Lelle-c . g ; » ON P une
o Pour étre S&:mm:. _,moo:_,wwx it peut w:m :mommwmj _am prendre wmm_m..:ma en compte, lors de troncature, a ['aide d’une fenétre donnée (rectangulaire, triangulaire, de Hamming, de Blackman, etc.).
la synthése du correcteur analogique, I'adjonction de filtres anti-repliement. . ’ . . . .
DSi la premidre approche est retenue, il convient au moins de vérifier a posteriori que Mwnumam_m:o%:wnwwﬂ.___%:__ﬂwm%ﬂm&cmuwhmﬂm N_ﬁ mw\_ﬂwﬂom M :mmw_d_._mﬂ un filtre passant par un nombre
L I'adjonction du blogueur ne dégrade pas abusivement les performances du systéme continu. ) § points po! q - )
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pplications (_3-))Les méthodes de discrétisation (47 ] (Applications (C3.)) Méthodes a entrée imposée (48 )

) (INVARIANCE IMPULSIONNELLE : c'est 'approximation par la transformée en z, en effet, ona: g

(On passe & présent en revue les principales méthodes de discrétisation couramment utilisées en filtrage
et en commande numériques. ch_mcm soit la méthode choisie, il faut garder & I'esprit que le systeme,

ou le filtre, numérique obtenu pr te une rép fréquentielle périodique. Par conséquent, le R(z).Z[8y ] = Z[C(s)L[&(1)]], sot [R(z) = Z[C(s)]
choix de la fréquence d'échantillonnage doit s'effectuer notamment de maniére & éviter tout phénoméne
de recouvrement dans la bande passante. Il faudra aussi s'arranger pour que la fréquence de coupure La réponse fréquentielle R{z=exp(joTe)) est différente de C(s=jw), notamment en haute fréquence (i.e
(ou la fréquence “utile”) soit suffisamment faible par rapport & la fréquence de Nyquist. au voisinage de la fréquence de Nyquist). De plus, le gain statique (= 0) n’est pas conservé.

écifia ‘entré - uw.- = 1 o1
Techniques spé nt la nature du signal d’entrée Exemple: —— Koo =7 Z|z53 =T K,=1 o,

On a vu précédemment (schéma 1) que l'on ne pouvait définir de transmittance en TL strictement
équivalente & C(s). On modifie le schéma pour que I'équivalence en discret apparaisse natureliement, INVARIANCE INDICIELLE : on a alors la contrainte :

en rajoutant un échantillonneur bloqueur fictif : 1 1
R(2).Z[13 ] = ZICS)LIL(O]), dob R(z).—— = NT@.L

f e anaans 1-z"1
E(s) Us) o~ Es) i C(s ce qui revient & prendre B(s) = Bo(s). Cette approche est
..E * —_— ; i soit |[R(z) = (1 - z-1 VN_H|MI.V. préférable, le Bo étant un passe-bas, les hautes fréquences
N icti

........ sont atténuées, ce qui limite les éventuels recouvrements et

donc augmente la plage de fréquence dans laquelle I'approximation est acceptable. De plus, le gain
statique est conservé, en effet :

Cette fois, on a bien une fonction de transfert en z entre E'(s) et U'(s), qui dépend du bloqueur choisi et

qui représente équivalent R(z) cherché : tim {rép;. 4 (KT, )} = lim {(1 - 271)Z{répipg (KT)I} = tim{(1- 271y —2_1 = fim R
d Pind im z™h) = im R(z)
R@ = ZIBECEN) i lrerne 0700} = i na (o)1} = Jiy TEPER e
i o o C(s)] _ .
Interprétation : cette méthode revient & réaliser un correcteur ou un filtre numérique dont la réponse o mk:PTmEua m}= uﬁ?ﬂ&?& w1} = m_quT s [ mrlﬂw C(s)
coincide, aux instants d'échantillonnage, avec la réponse du systéme analogique de référence & un )
signal d'entrée donné. Différentes variantes peuvent étre envisagées suivant la forme du signal d'entrée donc lim R(z) = lim C(s) et notamment lim R(z= eioTe )= lim C(s = jo) = Kgt
choisie. En générai, on se limite & considérer le cas de I'impulsion, de I'échelon, voire de la rampe. ) L z—1 s—0 w—>0 ©—0 D
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Qﬁfn&ﬁaﬂm (3. Méth. a entrée imposée / Corresp. P-Z @ (Applications (3. )] correspondance Péles - Zéros E

(INVARIANCE DE LA RAMPE : toujours selon le méme principe, on obtient : (L'idée est d'imposer tout de méme la relation z = exp(siTe) aux péles et aux zéros, quitle a |
introduire_un facteur muitiplicatif de fagon qu'a basse fréquence (ou a une fréquence particulidre
a- 21 vm OA& Cette méthode est censée étre mieux adaptée a des donnée), R(z) présente le méme gain que C(s).
R(z) = signaux a variations rapides, mais elle est assez peu Exemple : correcteur & avance (a<b) ou & retard (a>b) de phase
T, z-1 mN utilisée en pratique. On rencontre parfois une variante, de + 7 —e—aTe
la forme : 1 2-132 C C(s) = M+ w py=-b, z;=-a—>p,=eTe, 7, =e~Te On aboutita la forme : =—=—
-2 S -e”
R@ = 7 (1451 5P z-e e
e On ajuste alors le gain en basse fréquence m i O = _ j0T, _ u
Remarque : toutes les méthodes de cette famille conservent les pdies, c'est a dire oc.cs péle s; est {ou & ure fréquence donnée) : Cis=jo=0)=R(z=ee =1)
transformé en un pole z; = exp(siTe). Par conséquent, elles préservent la stabilité (I'équivalent discret -bT,
d'un systéme continu stable est lui-méme stable). ici, C(s=0)= a_ on muttiplie par = . al-e
b c 1-e—aTe
Correspondance Poles - Zéros sob R(Z) = » 1-eTe 7T
Il s'agit d'une méthode heuristique, ne reposant pas sur un raisonnement théorique. On part du constat ~ —e-al, : 7 - ola._,o
suivant : on sait que les pSles en s (s;) sont liés aux pdles en z (z)), par la relation z; = exp(siTe). Cette ) .
correspondance n'existe pas pour les zéros. Exemple : Remarque : si le d° q du dénominateur de C(s) est strictement supérieur au d° p du numérateur, alors
! , - . " G(s) tend vers zéro quand s tend vers l'infini. On convient dans ce cas de multiplier R(z) par (z+1)aP.
Am+c _ 2(z+T, -1) w: *m_.._mmo: BMBB%: ona Nnm mxwﬁm_._.mv uc“__., Hwoumuw En effet, s — « correspond en numérique & ® — ®max = WTe (pulsation de Nyquist), soit z =
s2 - ANICN vM“ ﬂfoﬂ%:zﬂﬂ:ﬂ%m %wmwowam%.wﬂmw:mmﬂ_oﬁ: a c. exp(iomaxTe) = -1. On s’arrange donc pour que R(z = -1) = 0. Bien s(r, il faut tenir compte mm ce
\ / Intuitivement, on “comprend bien que les p _mm facteur lors de l'ajustement en basse fréquence, ce qui revient a multiplier en fait par : A.lehva P
caractérisent le régime libre d'un m<w63m alors que les . . .
unzéroen s = -1 un zéro & l'origine zéros influent sur Je régime forcé c'est a dire dépendant Avec cette méthode, la &uo:mm. :.mn:m::m:m du systéme a_.mowmn pour a.. compris .m:.:m 0 et we2
(+un “Zéro infini”) z=e5Te =0 = de l'entrée. Or les entrées appliquées au systéme sont correspond & la réponse fréquentielle analogique pour ® compris entre 0 et l'infini. Ainsi, il n'y a pas de
z Ma 1T, 25= .ws diftérentes par nature dans le cas continu et dans le recouvrement spectral possible, et la forme générale de la réponse fréquentielle est conservée. Bien
L unzéroen 1-Te#exp(-Te) . iecret ) _str, la stabilité est nm:m;m_.:ma conservée. )
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pplications (3. )] Méthodes de quadrature E ﬁ}ﬂﬁ_—nwﬁo:m 'u Méthodes de quadrature (2) E

insi, le demi-plan gauche de Laplace est transformé en ce disque dans le plan en z, 'axe imaginaire,

(Sachant que 1/s correspond & un opérateur d'intégration, les différentes approximations discrétes de )

I'intégration {méthode des rectangles, des trapézes, etc.) fournissent autant de fagons de remplacer s mite de stal té, correspondant pour sa part au cercle. Par conséquent, le cercle de rayon 1/2 étant
par un équivalent en z. compris a l'intérieur du cercle unitaire, la transformation rectangulaire conserve la stabilité.
APPROXIMATION RECTANGULAIRE (backward rectangular) : P 3{s} 34z}
“L'intégrale” xi de ek est ici donnée par : Xg=Xp +Teep=x ) +T Xy \

S _ - 5 _HV ;
ce qui revient & remplacer Iawe par —k k-1 c'est a dire que I'on pose |S = = R{s} Z R{z}

t T, H z
: dpeasTe o1
ou blen, de maniére équivalente : [Z=¢""¢ =

e m‘Hm APPROXIMATION D’EULER (forward rectangular) :

On peut alors se demander quelle est 'influence de cette transformation rectangulaire sur la stabitité. La Une autre forme d’approximation rectangulaire est 'approximation d'Euler, qui exprime la dérivée par :
condition de stabilité en continu étant donnée par :

dx(t) _ X1 —Xg ouls=Z2=1 e z=
R{s}<0 ,onestamens avérifier: R MI,M—. <0 ,soit,enposant z= o +w: a = T, dot|s= T, ie z=1+5T,
e

Sur le plan de la stabilité, un wﬁNw N

o+jw-1 (c+jw-1)(c~jw) 62 -c+w2 +jw) raisonnement similaire au 3{s}
Qﬁ o+iw WAclvmxA||lla+_.€XQ|_.iv <0-X R S <0 mmﬂw%hm:» aboutit au résultat \
0 R{s} FII__V T R{z}
2_ 2 2 R{s}<0- R{z}<1
Q|~|Q+IW<IAO|VAQIWV +w2< AWV disque de rayon .w. centré sur Ql.w w=0 ﬁ v A w
g +w
\ J . —
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(Applications (C3)) Méthodes de quadrature (3) (53 )

(Par conséquent, avec cette méthode, I'équivalent discret d'un systéme continu stable ne I'est vou
forcément, En pratique, cette approche n'est utilisée que pour discrétiser des systémes intégrateurs
purs (action | d'un PID).

APPROXIMATION TRAPEZOIDALE (dite aussi approximation de Tustin ou transformée bilinéaire)

. Te, .. 2 z-1 1+5T¢ /2
Cefte fois, ona: Xy =Xp_y +=-(kp +Xp dotfs=x—"— le 22 +—r—nr
k=3t Bt o) T, z+1 1-5T, /2

Encore une fois par un raisonnement similaire, on montre que I'approximation trapézoidale conserve
parfaitement la stabilité puisque le demi-plan gauche de Laplace est transformé en disque unitaire
dans le planenz.

\\ 3{s} 3{z}
&o "R {s} _”V L@ﬂxﬁ

Remarque : les performances de cette méthode de discrétisation peuvent étre nettement améliorées en
corrigeant la distorsion de fréquence introduite par la transformation. C'est I'objet de la pré-
roo_.:vo:wﬁmoz de distorsion.

Transposition anal Faumérique M. Tomczak - esial

Applications (3. )] Méthodes de quadrature (4) (54 )
(PRE-COMPENSATION DE DISTORSION (prewarping) D
Posons s = joa et 2 = exp(jopTe). La transformée bilindaire précédente s'écrit :
T 2 ulﬂl.wn.u—v.m.a _2 mI.QSU.Hn \Nawuev.—.nxw IOI.WGU.Hn\MV _2 NumEASU‘Ho \Nv
A= Te 1+e~iopTe - T, e-jopTe/2 Ao.ﬁecﬂn 2 4 e~jopTe \Nv| Te NGOWASU.HG \Nv

2 (0pT, e 2. (opT,
.:.oEA 3 w d'oll'on tire : 8>Mﬂnﬁzﬁ o)

it

Cette dernigre relation représente la distorsion de fréquence introduite par la transformée bilinéaire. Si
R(z) est la FT de I'équivalent discret du systéme continu de FT C(s), on aura :

. 2 opTe ﬁnoetu R(ei®Te @
SiwpTe petit (i.e wp << oy = we/2),0na: ®p =5 =0p
La distorsion est donc faible a basse ‘-mn_.ma_..no. Pour les fréquences plus élevées, on peut
minimiser le phénoméne de distorsion dans une bande fréquentielle d'intérét en effectuant une pré-
compensation, donc avant transformation. Par exemple, si la pulsation de coupure du systéme continu
es! ag, le systéme discrétisé coupera en o' tel que : 2 o Te . 2 ®.T,
0, =s—tan—— '
Te 2 2
Pour éliminer la distorsion & oc ou & une pulsation spécifique @4, on modifie la transformée avec un
facteur d'échelle o tel que : ”
La transformée modifiée

e,_. ,_. 8 , .
e gob ou=-2 1 est alors donnée par :
2 2 ¢ Bm.ﬂo
an
2

>
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(Applications (C4.)) Transferm. de Fourfer Diserdte (55

Motivations - Définition : )

Dans tous les champs d'application du traitement du signal, la Transformée de Fourier revét une grande
importance. Elle est particulidrement utile, voire indispensable, dans les domaines du filtrage linéaire, de
'analyse de comélation et de I'analyse mvmo:.m_m notamment.

Pour un signal discret, on a établi précédemment (Signaux 1 mmv

X(H)= ._Woxgvoi.wai x(n)= .ﬁ X(f)ei2maf g
0

n=—o0

Probléme : si on travaille en numérique, par exemple sur un ordinateur, ces deux relations présentent
deux difficultés : la fréquence f varie continiment, et le nombre d'échantillons x(n) est infini.

Solution : on va discrétiser la fréquence c'est & dire effectuer un échantilionnage dans le domaine
fréquentiel (NB : on sait, v. 1.28-29, que ceci entraine une périodisation dans le domaine temporel), et
on suppose le signal x(n) de durée limitée.

La discrétisation s'effectus avec un pas d'échantillonnage Af = 1/N, c'est & dire que I'on considére N
pointsentre O et 1.

ﬁ =k y-01,...N-1

soit, si 'on travaille en pulsation: A@® = Naw

N’ N
Dans ces conditions, les deux relations précédentes peuvent s'écrire :
)
Fo0 —ionk . N N-1 jank
xAMTxccnxw = Yxme N im)=%, == 3 X(k)e!N"
z n=—co z W"
™~ Transformé de Fourier Discréiz (TFD) Wi Tormcmk el
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("Ainsi, par exemple pour n = 0, onendéduit:  X(0) = x(0) + X(N)+ X(=N) + x(2N) + x(=2N)+... )
On aura £(0) = x(0) si x(N) = x(—N) =...= 0, c'est & dire si le signal X(n) s'annule i partir de
n = N. Dans ce cas, on a également : X(1) = x(1),X(2) = x(2),..
Finalement, m, _o signal x(n) est tel qu'il s'annule & partir de n= N, on 85 écrire :

,n=0,1,...,.N-1; X(k)= M x(n)e

x(n)= | M.. X(k)e
n=0

_:2n A
En posant E.fﬁﬁ x(n)=x, = bewsz ,n=0,1,.,N-1

Paire de TFD dordreN ————— >
X(k)=Xy = M x, Wik, k=0,1,..,N-1
Onnote aussi:  Fp[x(n)]= X(k) n=0

..Nﬂl: - _Naks

, k=0,1,...,N-1

On peut aussi écrire la TFD sous forme matricieile. Soient X le vecteur colonne de dimension N
constitué des x(n) et X le vecteur colonne de dimension N contenant les X(k), ona:

_ _ [, nk (idme ligne = ieme colonne
X= ,ﬁ ot W =[w "k | matrice NxN symetrique |00 o™ dore s W o W)

ﬁ oo W* = T\lsw b matrice conjuguée de W.

Onentire notamment: X=Wx=W % *X, dout WW*=N.Tet &IH u%ﬁ
—Trmlom& & Fomer DBaEE (TFD) M Tormak et
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(On peut d'emblée noter que le signal discret &(n) u_.mnmnma est N-périodique : )
P <
i2n N ( =+Zv

LN M (e N 27 =%(n)

=1, k entier
Il est donc clair que, dans le cas général : _ &(n) # x(n) -

On peut toutefois se poser la question suivante : dans quel cas a-t-on {'égalité des 2 signaux sur une
période ? Commengons par écrire la relation qui existe entre les deux :

i ) N=1
X(n+N)=3 Y X(k)e
NiZo

N5t oA - Na.w.B prkn e N=1 _jon
=LY Fxame PNTN - T x| LS e NG
w Om=—co =—o0 k= o
- = —ipd=n
Rappel : ZMWW T Zmz a=1 Siaestdelaforme e iz N ,onaa=1lpourm-n
k=0 1- azl multiple de N et, par ailleurs aN = 1. Onen tire ;

1 M|,. |._Na=...= 1 m-n=iN, i entier
Z _nu O&:O: ?8::.5<on~oan=na8_.mhmuazmm53mnc

+co
D'ods finalement : i(n)= Y x(n+iN)
m“loo
- Transformée de Fourier Discréte (1FD) W Toroak esal’
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-~

(11 s'agit de propriétés homologues de celles vues dans le cas de la Transformée de Fourier.
ﬁz.v&&a:@m : X(k +N) = X(k) et x(n+ N)=x(n))
En effet: N-1

X(k+N)= 3 sﬂfzvﬁac M aa{z x(n)= M ssfa X(k), car wiN =1.
=0 n=0

wPK wKN X (k) = x(n).

De meme : x(n+N) = M s-i.:zvﬁsn Wi
r”s'..\

i MZ

Ly
N,

(Linéarite:  Fpy[x(n) +Ay(n)]= Fp [x(n)] + AFp ??E
Eneffet: Fp[x(n)+Ay(n)]= W(x+4y)=Wx+AWy=X+AY.

@B:w_mzo: temporelle circulaire:  Fpy TAS -m)N _ = Gﬂw NQCH Eneffet :

AN-1 A=n-mN-l-m N-1-m
Fp[x(n-m)]= Y, E:wx? m) = ¥ im.tsvw»?v éﬂw h éyxx@v
n=0 PII:— =—m
N-m-1
=wi ﬁ Yy Wi A x(n)+ M. w xQ.vH_
A=—m _
Tramformé& & Founer Discret® (TFD) ™ Tomozak - caa
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_ N-1 — N
On peut alors remarquer : 3 avwa;.v = 3y in Nk x(h-N)
A=-m A=N-m
Or, x(n) est théoriquement N-périodique, donc : x(A=-N)=x(A)
-1 N-1
Et, par ailleurs : im.nsz uiWw.imz_n uivw Donc, finalement : |M. iwuwu@.vu |M iﬁwu@.v
A=-m A=N-m
N-1 N-m-1

S owxn+ Y ivfﬁu wlkX(k)
A=N-m A=0
Probléme : en w_ﬁan:o. le signal n'est a priori pas N-périodique. Dans ce cas, la propriété reste vérifiée

D'olt le résultat cherché : Fp[x(n-m))= iﬁwﬁ

si Fon procéde a une translation circulaire, ce qui consiste  translater le signal mais, en supposant
qu'il est périodique et en gardant la méme fenétre (on peut aussi parler de permutation circulaire).
Exemple : ,x(m) x(@-1) x(n-2)
ﬁ ~. ﬁ etc.
0123N n 0123N n 0123N n

Avec un tel décalage circulaire, on aura x(n-N) = x(n), méme pour un signal non-périodique. D'ol le
résultat proposé précédemment :

(Fp[x(n - m)y | = KX (k) ot x(n - m)y =x((n - m)mod zw
n=0 x(-2)4 =x(2), n=1 x(~1)4 =x(3)

Ainsi, dans I'exemple précédent (N = 4) : x(n-2)4 lA: =2 X(0)4 =x(0), n=3 x(l)y =x(1)

—TE 3% Fourier Discrtte (TFD) M o o
(Applications ((4_)) Propriétés de la TFD (sulte) (61 ]

Conservation du produit scalaire et relation de Parseval

Si Fp[x(n)] = X(k) et Fp[y(m]= Y(k), on peut écrire : muz_.%*vlﬁ ety uw.ﬁ*w

Onentire:

Produit scalaire

Donc : To:wﬂdmzo: du produit <xy* VNMHQ* H|HI.M.HZ~<* "WMH <*‘—

* |scalaire : FA EA ZN

N-1 1 N=1
Ceci s'écrit également : Y x(n)y*(n)= N Y X(K)Y*(k)
n=0 k=0

N-1 s 1 N-1 2
D'ol, en particulier pour x(n) = y(n): | Relation de Parseval : M _xﬁzv_ = N M _NGC_
n=0 k=0

Transformée & Fourier Discréte (1FD) M Tormmak 0

(Applications (C4_)) Propriétés de Ia TFD (suite)

(Par un raisonnement similaire, on peut établir :

ﬁ._.:.:m_a.o: fréquentielle circulaire : mu_.% ANAW — EVZ ~ = imgxﬁuvw

~

Convolution circulaire :

AN-1

N-1
xX(m)@y(m)= Yx(m)y(n-m)y = Yy(mx(n-m)y

m=0 m=0

N-1
muﬁ Mw?@ﬁ? m)y g = X(k). Y(k)
m=

m=0

On obtient, d'une maniére homologue :

En effet, d'aprés la propriété de translation temporelle circulaire: ~ Fy TA n-m)y E =wiky(k) Donc:

N
1

N-1 N-1 N-
mcﬁ M»EE::BZT Y x(m).Fply(n-m)y]= ¥ x(m).whkY(k)=
m=

m=0

0

X(k).Y(k)

11 N-1
~FD ﬁBMu“wQE?Aw -m)N H” =x(n).y(n)

J

Transformée de Fonrier Disereie (1 FD)

(Applications (_4.)) Propriétés de la TFD (fin)

M. Tornc2ak - esial

(62

(Autres propriétés utiles (non démontrées) :

N\

Tm x(n) réel : X(-k) = X(-Kk)y = x*esw

N

@T&z LHP.E.E@

T*AETHZUIV%* A-wvzu

N

ﬁx*mldvz TED WN*AWQ

Corrélation circulaire :

B xy () TEP—> By (1) = X* (k). Y (k)

) DZIH
ou: yy (m)= _.Mox* (m)y(n+m)y

R

1ans1o; ourner te

o
Ceci se démontre en utilisant la propriété précédente et le faitque : Gx% (m)=x*(~-n)@y(n)
N

)

M. Tomczak - esial



Applications (4. )) Transformée de Fourier Raplde (63 ) @Uﬁ:nmﬁabm (C4_)) Transformée de Fourler Rapide (64 )

On cherche & présent un moyen efficace de calculer la TFD de fagon & optimiser Faigorithme, c'est a Principe de l'algorithme : h
dire en réduisant au maximum le nombre d'opérations de base a effectuer. Un tel algorithme est dit de Le signal x(n) est décomposé en 2 suites entrelacées x(2i) (termes pairs) et x(2i+1) (termes impairs).
Transformée de Fourier Rapide (TFR) ou algorithme FFT (de 'anglais Fast Fourier Transform). Une Onaalors:
premidre version a é1é proposée par Cooley et Tukey en 1965. Depuis, de nombreuses variantes ont N/2-1 K2i N/2-1 K(2i+1)
618 développées : algorithmes a entrelacement temporel ou fréquentiel (decimation in time ou in Xk)= Y =xQ)wg T+ Y xQi+Dwy ,k=0,.,N-1
frequency), Radix 2, Radix 4, Split Radix, elc. i o
Remarque : le méme algorithme peut &tre utilisé pour calculer la TFD inverse. N/2-1 N/2-1
Rappel : N-1 Comme w2, = w9 : X(K)= x@iwki, +wk ¥ xQi+)wk,, k=0,.,N-1
X()= 3 x@wik , k=0,1,.,N-1 NN z N2TUN S Ni2
n=0 Cette relation montre que le calcul de X(k) se décompose en 2 calculs de TFD d'ordre N/2 (donc 2
Dans le cas général (x(n) complexe), et sans tenir compte des valeurs particuliéres prises par wNTK, le séquences périodiques de période N/2). En posant f(n) = x(2n) et g(n) = x(2n+1),n = 0, 1,....N/2-1, il
caleul bestial de cette expression, pour une seule valeur de k, requiert N multiplications complexes 4N vient : Nio-1 N/2-1
multiplications réelles) et N - 1 additions complexes (soit 4N - 2 additions réelles). Pour les N valeurs X(k)= fiywki L+ wk Dwki = F(k K _
= = +wkG(x), k=0,1,...,N-1
de k, cela fait au total N2 multiplications complexes et N2 - N additions complexes. (k) WG DWN N W.\o g(t) N/2 (k) N (k)
Le calcul direct est inefficace dans le sens ol il n'exploite pas les propriétés de symétrie et de R TED TFD
périodicité du facteur de phase (twiddle factor) WN : ot : f(n)e——2—>F(k) et g(n)e———-—G(k)
k+N/2 __ k. wk+N _ ok N/2 N/2
WN CTTYNSWN T VN
F(k) et G(k) étant N / 2-périodiques : F(k+N/2)=F(k) et G(k+N/2)=G(k)
A titre d'exemple, on va considérer le cas de l'algorithme FFT Radix 2 & entrelacement temporel, qui est Comme de plus, ﬁ_?z\ 2 - _wk , la refation précédente s'écrit :
sans doute le plus courant. Comme son nom lindique, il requiert un nombre N d'échantillons égal a une N N
puissance de 2, mais permet de réduire le nombre d'opérations & (N/2).logzN multiplications xﬁwvu—uﬂwv.?iwmmﬁwv wno,r:;le_
complexes et N.logaN additions complexes, soit, si N = 2m, m.N/2 multiplications et m.N additions. N K N
Exemple : Pour N = 1024 = 210, on aura 5120 muitiplications au lieu de 1.048.576, soit une diminution NAW +Mv =F(k)-wyxG(k) k= 0,1,.. S
par un facteur 204,8 du temps de calcul. J L
Transiormée de Fourier Discrete (1FD) M. Tomc2ak - esial "Transformée de Fourier Discrete (1FD) M. Tomczak - esial
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(Le calcul direct de F(k) requiert (N/2)2 multiplications complexes. Il en va de méme pour G(k). De plus, ) (Onentire : Xg = Axo +X4 v+?§ +xav+ﬁx_ +Xg V+Axu +x.\v )
it faut N/2 multiplications complexes pour le calcul des produits par wNK. 2 3
CNY2LUN_N2. N oo o0 do N7 X, =(xg - x4 )+ W2 (X2 —xg )+ W(x; ~X5)+ W (x3 = x7)
Total NAMV +M||~I+M multiplications complexes (au lieu de N*) . X, quo +:vl?m +xmv+£NAx~+umVlipru +x7)
Bien sdr, on peut réitérer le processus précédent sur chaque TFD d'ordre N/2, et ainsi de suite. Oﬁﬁmﬁmzcm X, = 3 NA —x v+€w? % v+ _
Si N = 2m, on peut effectuer m fois ce processus. A ['étape suivante, on aura 4 TFD d'ordre N/4, soit am<mmq_m_,_wm _”V 3= Axo - xav Wo X2~ X¢ 1-X5 i?u X7 v
N2/4 + 2.N/2 multiplications complexes. Puis, N2/8 + 3.N/2, ..., jusqu'a m.N/2 (le terme N restant termes Xa = ?o +xav+?~ +xmlexH +me|Axu +x,L
correspond & des multiplications par 1). X X impairs 2 3
=(xn —-Xg)+We (X9 —Rg )~ WX} —X5)—W7{X3—X
Exemple : considérons le cas ol N = 8. Sous forme matricielle, ona: No xo Xs A 0 av A 2 ov ) A 1 mV 5 A 3 i
=W N xauﬁxo+u>vlﬁxn+xmv|i (x +x5)+w2(x3+x7)
avec W de la forme : N.q x.q N.\HAxolxavlin?wlxmvliuﬁflmeliﬂuulqu
"1 1 1 1 1 1 1 17 11 1 1 1 1 1 1 .; Schématiquement, on va réaliser :
1w w2 w3 wt w3 wb w7 1w w2 wd-1l-w-w2-w3 X0 b———o Xo
4
1w2 wh w6 w8 w0 wi2 wi4)| |1w2 -1 -w21 w2 -1-w? X4 TFo2 ooﬂmaﬂ“ﬁ: X1
We 1 iu e<a iw suw S~m imw (<N— _ 1 iu .I¢<N w luliw (<N —w X2 ulﬂmﬁ de 2 TED2 TFD8 par VAN
D5 wd wd wl2 wlb w0 w24 w2711 -1 1 -11 -1 1 -1 X6 combinaison X3
L wS wi0 iS5 w20 w25 w30 35| |1-w w? -w3-1 w w2 wl x1 — —— N
1 wb wi2 wi8 w24 30 36 42 w2 -1 w2 1-w?2 -1 w? x5 ooagamu_woa de 2 TFD4 MM
w3 w2 —w-1w3 w2 I
1 w7 wi w2l iunM w3 w42 w49 | |1-w W _ w -1 Wi owl v ] n llﬂﬁﬂll 4o 2 TFD2 o
ot: W unlhwt. (en utilisant les propriétés de wWN) B stape 1 etape 2 atape 3 -
Tans Fourier Discitte (TFD, M. Tomczak - esial Tansio; ouner e (IFD) M. Tomczak - esial
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étape 1 étape 2 étape 3 A wﬂm_mn.w.o :Ta cellufe ase, appelée croisillon (ou bufterfly, ou le nom dalgorithme Tpapillon™),
> > g > estde laforme: K
X0 110 > » < > ae > o A=a+wib + mulplcat
multiplication
o w3 » O - . i . = complexe et 2
X4 » M » XV\A > b B=a-— G_Z b additions complexes
- 0 -1
w
XD e > Vm ¢ P > Pour N = 2m, il y a N/2 croisillons par étape et log2(N) étapes.
2 4]
w? X w2 > Remarque : les calculs sont faits “en place” (A et B peuvent &tre stockés & la place de a et b), on a
X6 Vw > Vw > > > done besoin de 2N registres (N nombres complexes).
-1 -1 0 Remarque : larrangement de la suite des entrées xn peut étre obtenu immédiatement en codant n de
X N o N irm mﬁam_,m binaire et en inversant 'ordre des bits.
L* g - 1_ xemple : N =8 1 | code binaire | Inversion | ordre TFR
wi \ 0 000 [000 | O
X5 — > 1/ 001 | 100 | 4
-1 50 w2 \ >/» 2| 010 | 010 | 2
X3 — > " > > . Xg 3l o1 | 110 | 6
0 2 N -1 4l 100 | o001 | 1
%8 A "8 . 3 > s| 101 | 101 5
X7 > » » > > — X7 6| 110 | 011 | 3
» - » L 1 - | 70w || 7
4 multiplications 8 additions Idem Idem Remarques : - il existe aussi des algorithmes utilisant une décimation en fréquence.
complexes complexe: - l'algorithme peut bien sir étre utilisé en TFD inverse.

N onboate i Foute e (1FD) g - T 7
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