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ole Supérieure d'Informatique et Appli
ations de Lorraine − 1ère annéeRéda
teurs : Bruno Pinçon & Tony BourdierDate : Vendredi 27 avril 2007Durée : 2 heuresCorrigé examen �nal − Mathématiques NumériquesRemarques : La réda
tion de 
e 
orrigé est su

in
te : les étapes intermédiaires des 
al
ulsn'y �gurent pas et les expli
ations sont sommaires. Pour obtenir la totalité des points ilétait né
essaire d'expli
iter en détail vos résultats.1. Moindres 
arrés 
lassiques /* 3,5 points */
(a) (0.5 point) La méthode des moindres 
arrés est utilisée lorsque l'on veut estimer un
ara
tère par une 
ombinaison linéaire de fon
tions d'autres 
ara
tères. Elle peutservir à l'identi�
ation d'un modèle physique dont on ne 
onnaît pas les paramètres(sous réserve que le modèle soit linéaire en ses paramètres). Elle peut également êtreutile dans le 
adre du lissage d'un nuage de points ...
(b) (1 point) En passant au logarithme, on obtient :

log(y) = α log(t) + β log(z) + γLe problème se pose don
 sous la forme suivante :
min

u
||Au− v ||2ave


A =







log(t1) log(z1) 1... ... ...
log(tn) log(zn) 1






, u =





α
β
γ



 , v =







log(y1)...
log(yn)







(c) (1 point) Les équations normales de 
e problème sont (sous forme matri
ielle) :
AT Au = AT vsoit





SCt Szt St

Szt SCz Sz

St Sz n



 .





α
β
γ



 =





Syt

Syz

Sy





(d) (1 point)fun
tion [alpha beta gamma℄ = pm
(y,z,t)A = [log(t) , log(z) , ones(n,1)℄;v = log(y);[LU info℄ = fa
torisation_lu(A'*A);if info == 0disp('Erreur lors de la fa
torisation LU');else[alpha ; beta ; gamma℄ = des
ente_remontee(LU,A'*v);end
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(a) (1.5 point) Pour x (resp. y) supérieur à 2.10200, on a x2 (resp. y2) supérieur à M . Or

f(x, y) < M . On est don
 en présen
e d'un over�ow parasite. On utilise don
 
etteautre é
riture de f pour résoudre 
e problème :
f : (x, y) 7→



















|x |

√

1 +
(y

x

)2

− y si |x | > | y |
| y |

√

1 +

(

x

y

)2

− y sinon
(b) (1.5 point) Lorsque x est pro
he de 0, √

x2 + y2 est pro
he de y. On est don
 enprésen
e d'une soustra
tion de deux nombres très pro
hes, 
e qui ampli�e leserreurs. Pour remédier au problème, on réé
rit f de la manière suivante :
f : (x, y) 7→

x2

√

x2 + y2 + y3. Interpolation de Newton /* 3 points */
(a) (0,25 point) f [x0] = f(x0) =

det(f(x0))

1
=

det(f(x0))

det(1)
et

f [x0, x1] =
f(x1)− f(x0)

x1 − x0

=

det

(

1 f(x0)
1 f(x1)

)

det

(

1 x0

1 x1

)

(b) (0,5 point) ∀i ∈ {0, ..., n}, f(xi) = pn(xi) = a0 + a1.xi + ... + an.xn
i

(c) (0.75 point) Le système de la question pré
édente peut également s'é
rire :










1 x0 x2
0 · · · xn−1

0
xn

0

1 x1 x2
1 · · · xn−1

1
xn

1... ... ... · · ·
... ...

1 xn x2
n · · · xn−1

n xn
n





















a0

a1...
an











=











f(x0)
f(x1)...
f(xn)











(d) (0.5 point) On déduit de la remarque pré
édente une expression de an :
an =

det











1 x0 x2
0 · · · xn−1

0
f(x0)

1 x1 x2
1 · · · xn−1

1
f(x1)... ... ... · · ·

... ...
1 xn x2

n · · · xn−1
n f(xn)











det











1 x0 x2
0 · · · xn−1

0
xn

0

1 x1 x2
1 · · · xn−1

1
xn

1... ... ... · · ·
... ...

1 xn x2
n · · · xn−1

n xn
n









Or, an = f [x0, ..., xn] (
oe�
ient dominant de pn), 
e qui permet de 
on
lure.
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(e) (1 point) a0 =

det(f(x0))

det(1)
= f(x0) = 1

a1 =

∣

∣

∣

∣

1 f(x0)
1 f(x1)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 x0

1 x1

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

1 1
1 −3

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 −2
1 0

∣

∣

∣

∣

=
−4

2
= 2

a2 =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 −2 1
1 0 −3
1 3 6

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 −2 4
1 0 0
1 3 9

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= 1Le polyn�me d'interpolation dans la base de Newton asso
ié aux points P0, P1 et P2s'é
rit alors :
1− 2(x + 2) + (x + 2)x4. Système linéaire /* 3 points */

(a) (2 points)
L =





1 0 0
1/3 1 0
2/3 −4/7 1



 , U =





3 −1 2
0 7/3 7/3
0 0 −1





(b) (1 point)
x =





3
1
2





5. Moindres 
arrés dynamiques /* 7 points */Partie 1
(a) On a :

B⊤ = (A + uu⊤)⊤ = A⊤ + (uu⊤)⊤ = A + (u⊤)⊤u⊤ = A + uu⊤ = Bdon
 B est symétrique.Soit x ∈ R
n, x 6= 0, il vient :

(Bx|x) = (Ax|x) + (uu⊤x|x) = (Ax|x) + x⊤uu⊤x = (Ax|x) + (u|x)2Il est 
lair que (u|x)2 ≥ 0 1 et 
omme (Ax|x) > 0 on a bien (Bx|x) > 0 pourtout ve
teur x non nul. B est don
 bien dé�nie positive.1et est nul si x est dans le s.e.v. de dimension n− 1 des ve
teurs orthogonaux au ve
teur u.
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(b) Il faut véri�er que :

B

(

A−1 −
A−1uu⊤A−⊤

1 + u⊤A−⊤u

)

= IIl su�t juste de développer (en utilisant le fait que u⊤A−⊤u est un s
alaire etque A−⊤ = A−1) :
B

(

A−1 −
A−1uu⊤A−⊤

1 + u⊤A−⊤u

)

= (A + uu⊤)(

(

A−1 −
A−1uu⊤A−⊤

1 + u⊤A−⊤u

)

= I −
uu⊤A−⊤

1 + u⊤A−⊤u
+ uu⊤A−1 −

u(u⊤A−1u)u⊤A−⊤

1 + u⊤A−⊤u

= I +

(

−
1

1 + u⊤A−⊤u
+ 1−

u⊤A−⊤u

1 + u⊤A−⊤u

)

uu⊤A−⊤

= I +

(

1−
1 + u⊤A−⊤u

1 + u⊤A−⊤u

)

uu⊤A−⊤

= I

(c) ave
 y = A−1u, on a y⊤ = u⊤A−⊤ et le terme de 
orre
tion s'é
rit don
 bien :
(

y

1 + u⊤y

)

y⊤Don
 pour 
al
uler e�e
tivement B−1 
onnaissant A−1 et u il faut :� 
al
uler y = A−1u, 
ad un produit matri
e ve
teur soit n2 opérations ( n2multipli
ations et n(n− 1) additions)� 
al
uler le produit s
alaire u⊤y, soit n multipli
ations et n− 1 additions� 
al
uler 1 + u⊤y soit une addition� diviser 
haque 
omposante de y par 1 + u⊤y, soit n divisions (appelons w leve
teur ainsi obtenu) ;� puis 
al
uler le produit matri
iel wy⊤ soit n2 multipli
ations, appelons cor lamatri
e ainsi obtenue ;� et en�n B−1 = A−1 − cor soit n2 soustra
tions.On voit que 
'est un 
al
ul en O(n2) opérations (à peu près 2n2 additions et
2n2 multipli
ations) 
e qui est beau
oup plus é
onome que de re
al
uler l'inversedire
tement (
e qui 
oûte environ n3 opérations).Partie 2Question préliminaire : x véri�e M⊤Mx = M⊤y

(a) La nouvelle matri
e est :














φ1(t1) . . . φn(t1)
φ1(t2) . . . φn(t2)... ... ...
φ1(tm) . . . φn(tm)

φ1(tm+1) . . . φn(tm+1)















=

[

M

l

]

et le nouveau ve
teur des mesures est :










y1...
ym

ym+1











=

[

y

z

]
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(b) Pour 
e nouveau problème les équations normales sont :

[

M

l

]⊤ [

M

l

]

xc =

[

M

l

]⊤ [

y

z

]On a :
[

M

l

]⊤

=
[

M⊤ l⊤
]Les équations normales se réé
rivent don
 :

[

M⊤ l⊤
]

[

M

l

]

xc =
[

M⊤ l⊤
]

[

y

z

]et la formule du produit par blo
 nous donne don
 :
(M⊤M + l⊤l)xc = M⊤y + l⊤zComme M est de rang maximum (ses 
olonnes sont linéairement indépendantes)la matri
e A = M⊤M est symétrique et dé�nie positive. En posant u = l⊤ on seretrouve don
 ave
 B(= M⊤M + l⊤l) = A + uu⊤, et le résultat (a) de la partie1 s'applique : B est symétrique et dé�nie positive et don
 a fortioti inversible.

(c) B = M⊤M + l⊤l étant inversible et 
omme (
f question préliminaire) M⊤y =
M⊤Mx, on obtient :

xc = B−1
(

M⊤Mx + l⊤z
)

= B−1
(

M⊤Mx + l⊤lx− l⊤lx + l⊤z
)

= B−1
(

(M⊤M + l⊤l)x + l⊤(z − lx)
)

= B−1Bx + B−1l⊤(z − lx)

= x + K(z − lx)Le terme lx (on a lx = f(tm+1, [x])) représente 
e que donne le modèle à l'instant
tm+1 ave
 les paramètres �a
tuels�, 
ad le ve
teur x. Si la nouvelle mesure z =
ym+1 est exa
tement égale à 
e que prédit le modèle ave
 les paramètres x, iln'y a don
 au
une 
orre
tion pour 
es derniers.

(d) Pour obtenir la nouvelle 
orre
tion rapidement 
onnaissant l'inverse de la ma-tri
e M⊤M il su�t d'utiliser la formule rapide vue dans la partie 1 et qui permetde 
al
uler rapidement l'inverse de M⊤M + l⊤l (
et inverse doit être enregistréen mémoire pour 
al
uler rapidement l'apport de la pro
haine mesure au temps
tm+2). Une fois 
et inverse 
al
ulé il su�t de faire les opérations suivantes :

temp ← z − lx

vtemp ← l⊤temp

xc ← x + B−1vtemp6. Classi�
ation /* 1,5 point */
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(a) (0,5 point) L'intérêt de la 
lassi�
ation est de regrouper des individus selon des
ara
téristiques 
ommunes. Exemples : Sondage (individus : éle
teurs, 
ara
téris-tiques : C.S.P., salaires, ...), traitement de l'image (individus : pixels, 
ara
téristiques :niveau de gris 
ompris dans un 
ertain intervalle ou dérivée se
onde supérieure à un
ertain seuil, ...), et
.
(b) (1 point) Soient n individus à regrouper en K 
lasses. Les H-means pro
èdent 
ommesuit :

1→ 
hoix (au hasard) de K individus parmi les n qui serviront de 
entres aux
lasses initiales.
2→ 
onstru
tion de la partition initiale : a�e
tation des individus à la 
lassedont le 
entre est le plus pro
he.

−1.5 −1 −0.5 0 0.5 1 1.5 2 2.5

−1

−0.5

0

0.5

1

1.5

2

Partition après l’itération 0,  Inertie totale = 180.622

3→ {Bary
entrage} pour 
haque 
lasse, on 
al
ule le nouveau bary
entre
4→ {A�e
tation} on réa�e
te 
haque individu à la 
lasse dont le 
entre (
al
uléà l'étape 3) est le plus pro
he.

−1.5 −1 −0.5 0 0.5 1 1.5 2 2.5

−1

−0.5

0

0.5

1

1.5

2

Partition après l’itération 1,  Inertie totale = 85.5783

5→ On réitère les étapes 3 et 4 jusqu'à stabilité, i.e. jusqu'à 
e que les 
lassesn'évoluent plus.
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−1.5 −1 −0.5 0 0.5 1 1.5 2 2.5

−1

−0.5

0

0.5

1

1.5

2

Partition après l’itération 3,  Inertie totale = 18.7496

La partition �nale obtenue est optimale pour la partition initiale. Il s'agit don
d'un optimum lo
al, 
'est pourquoi il est souvent né
essaire de réitérer plusieurs foisl'algorithme pour obtenir une partition 
onvenable.
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